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《高等数学》习题参考资料

第五篇  概率论与数理统计

第十一章     概  率  论

§ 1  概率

习  题

    1. 设一个工人生产了 5 个零件, 用 iA 表示“第 i个零件是正品”，

5,4,3,2,1=i ，试用 iA 表示下列事件：

    （1）没有一个次品；              （2）最多有 3个次品；

    （3）只有 2个次品；              （4）至少有 3个次品.

   【答案】  (1)  =1B 54321 AAAAA ;

        (2) =2B 51413121 AAAAAAAA +++  524232 AAAAAA +++
                5343 AAAA ++ 54 AA+ ;

        (3) =3B 5432154321 AAAAAAAAAA +  5432154321 AAAAAAAAAA ++

543215432154321 AAAAAAAAAAAAAAA +++

5432154321 AAAAAAAAAA ++ 54321 AAAAA+ ;

        (4) =4B 54321 AAAAA+  5432154321 AAAAAAAAAA ++  54321 AAAAA+

5432154321 AAAAAAAAAA ++ + 5432154321 AAAAAAAAAA +

5432154321 AAAAAAAAAA ++ 543215432154321 AAAAAAAAAAAAAAA +++

5432154321 AAAAAAAAAA ++ 54321 AAAAA+ .

    2.  已知 3.0)( =BP , 6.0)( =∪ BAp , 求 )( BAP .

    【答案】  )( BAP )()( BPBAP −∪= 3.0= .

    3. 如果事件 A和B同时出现的概率 0)( =ABP , 则下列结论成立的是:

    (1) A与B互逆;  (2) AB为不可能事件; (3) 0)( =AP 或 0)( =BP ; (4)

AB未必是不可能事件.

    【解】(1) 和(2)成立.   (3),(4) 不成立.



219

    4. 已知 )()( BAPBAP ∩=∩ , 且 pAP =)( , 求 )(BP .

   【答案】  =)(BP p−1 .

    5. 设事件 BA, 的概率分别为
2
1)( =AP 和

4
1)( =BP , 且

10
1)( =ABP , 求 )( BAP 和

)( BAP

    【解】  
20
3)()()( =−= ABPBPBAP ; 

5
2)()()( =−= ABPAPBAP .

    6. 对任意三个事件 CBA ,, , 试证

)()()()()()()()( ABCPACPBCPABPCPBPAPCBAP +−−−++=∪∪ .

并把这个结论推广到 n个事件的情况

【解】  )( CBAP ∪∪ ( )( )CBAPCPBAP ∩∪−+∪= )()(

          )()()()()( BCACPCPABPBPAP ∪−+−+=

          )()()()()()()( ABCPACPBCPABPCPBPAP +−−−++= .

    7. 十把钥匙, 其中有 3把能打开房门, 现从中任取 2把, 求能打开房门的概

率.

   【答案】 
15
8

2
10

2
3

1
7

1
3 =

+
=

C
CCC

p .

   

  8. 甲、乙、丙各自向同一个目标射击一次, 已知它们的命中率分别为 0.7 ,

0.8 和 0.75, 求目标被击中 2次的概率.

 【解】  设 CBA ,, 分别表示甲乙丙射中目标的事件,

)()()( BCAPCBAPCABPp ++=

         25.08.07.0 ××= 75.02.07.0 ××+ 75.08.03.0 ××+ 18.0105.014.0 ++=

425.0= .

    9. 男人的性染色体为 ),( yx , 女人为 ),( xx . 当生殖细胞作成数分裂时. 这时染

色体分配在两个细胞中. 如果某种遗传病和隐性遗传病都在染色体 x上, 把这种染



220

色体记为 *x . 对于男人, 性染色体为 ( )yx ,* 时为隐性遗传病患者. 对于女人, 性染

色体为 ( )** , xx 时, 为隐性遗传病患者, 性染色体为 ( )xx ,* 或 ( )*, xx 时为隐性遗传病携

带者. 讨论子女为隐性遗传病患者 ( )1A 和隐性遗传病携带者 ( )2A 的概率.

  【解】    除去父母均为正常者之外, 列表如下:
  父    母         子         女儿        )( 1AP         )( 2AP         )( 21 AAP +

),( yx  ),( * xx   ),(),,( * yxyx    ),(),,( *xxxx      
4
1
          

4
1
            

2
1

),( yx   ),( ** xx   ),(),,( ** yxyx  ),(),,( ** xxxx   
2
1
          

2
1
             1

),( * yx   ),( xx   ),(),,( yxyx   ),(),,( ** xxxx      0          
2
1
            

2
1

),( * yx   ),( * xx    ),(),,( * yxyx  ),(),,( *** xxxx    
2
1
          

4
1
            

4
3

),( * yx  ),( ** xx  ),(),,( ** yxyx  ),(),,( **** xxxx     1           0             1

    10. 若班上有 40个同学, 每个人的生日是一年 365天中的哪一天是等可能的.

试求班上至少有两位同学的生日在同一天的事件 A的概率.

    【解】 此问题也类似一个分房问题. 把 365天看作 365个房间, 事件 A
的对立事件是“没有两个同学在同一天生日”的事件, 它就相当于每个同学

占据一天的日子一样. 于是按例 10知

             nNnN
NAP

⋅−
=

)!(
!)(

40,365 == nN , 因而

 891.0109.01
365)!40365(

!3651
)!(
!1)(1)( 40 =−=

⋅−
−=

⋅−
−=−= nNnN

NAPAP ,

即班上至少有两个同学在同一天生日的可能性达到 89%.

    若 n =20, 则概率就接近 0.5.

    若 n = 50, 则概率达到 97%.

    若 n = 100, 则概率几乎达到 1.

    11. 从 9,,2,1,0 L 十个数字中任取 3个组成三位数, 问这个三位数是偶数的概

率.

【答案】
PC

CCCPC
p 1

9

1
8

1
8

1
42

2
9 +

= =
81
41

   12. 某人写了 3封信, 并分别在 3 个信封上写了这 3封信的地址, 如果他任意

地将 3 张信纸装入 3个信封中, 求没有一封信的信封和信纸是配对的概率..
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   【解】  设 A表示”至少有一封信的信封和信纸是配对”的事件. iA 表示”第 i个

信封和自己的信纸配对”的事件. 
3
1)( =iAP ,  

6
1

!3
1)( ==ji AAP , ji ≠ ,

6
1

!3
1)( 321 ==AAAP . 321 AAAA ++= , 于是

)( 321 AAAP ++ )()()( 321 APAPAP ++=  )()()()( 321313221 AAAPAAPAAPAAP +−−−

6
1

6
13

3
13 +×−×=

6
4= ， 因此

3
1)(1)( =−= APAP .

    13. 设 100个成品中有 3 个是次品, 任取 5个, 求其次品数分别为 0 , 1 ,

2 , 3 的概率.

   【答案】 5
100

5
973

C
CC

p
ii

i

−

= , 3,2,1,0=i .

    14. 设一个口袋里有十个硬币, 其中五分的有 2个, 二分的有 3 个, 一分的

有 5 个, 若从中任取 5个硬币, 问其总值大于 10 分的概率.

  【答案】     5.0
252
126

5
10

2
5

2
3

1
2

1
5

3
3

1
2

3
8

2
2 ==

++
=

C
CCCCCCCC

p

    15. 设 100件产品中有 5件次品, 现从中随意地抽取 10 件, 求这 10 件中恰

有 3件次品的概率.

   【答案】  10
100

7
95

3
5

C
CC

p = .

    16. 电路由元件 A 和两个并联的元件 B和 C串联而成. 设元件 A , B , C 损

坏的概率分别是 0.3 ,0.2 , 0.25 . 求电路发生故障的概率.

【解】

)( CBAE ∩∪= , )()()()( ABCPBCPAPEP −+= 335.0015.005.03.0 =−+=
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    17. 设 100件零件中, 次品率为 10%, 先后从中各任取 1个, 第一次取出的零

件不放回, 求第二次取得正品的概率.

   【答案】
99
90

10
1

99
89

10
9 ×+×=p 9.0=

    18. 设口袋中有 a个黑球, b个白球 )2( >b , 球的大小和质地一样, 甲, 乙,

丙三人依次从口袋中任取一个球, 取后不放回, 分别求出三人各自取得白球的概

率.

   【答案】 
ba

b
+

.    

   

   19. 设 12个乒乓球中有 9个是新的, 3个是旧的, 第一次比赛取出了 3 个,

用完后放回, 第二次比赛又取出 3 个球, 求第二次比赛取出的 3 个球中有 2个是

新球的概率.

  【答案】 3
12

2
9

1
3

3
12

0
9

3
3

3
12

2
8

1
4

3
12

1
9

2
3

3
12

2
7

1
5

3
12

2
9

1
3

3
12

2
6

1
6

3
12

3
9

0
3

C
CC

C
CC

C
CC

C
CC

C
CC

C
CC

C
CC

C
CC

p +++=
3025
1377= .

    20. 设 10个考签中有 4个是难题, 三个人参加抽签考试, 不重复地抽取, 每

个人抽一题, 甲先, 乙次, 丙最后, 证明三个人抽到难题的概率是相同的.

【解】    本题类似 18题, 每个人抽到难题的概率都是
5
2

10
4 = .

    21. 两封信随机地投入到 4个邮筒里. 求前两个邮筒内没有信的概率以及第

一个邮筒内只有一封信的概率.

   【答案】   
4
1

4
2

2

2

1 ==p , 
8
3

4
3

2

1
2

2 =
⋅

=
Cp .

    22. 二维随机点 ),( nm 在区域 1||,1|| << nm 中等可能地出现, 求方程

02 =++ nmxx 的两个根都是正根的概率
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    【答案】 0>n 且 0<m 且 042 >− nm ,

48
1=p .

    23. 把长度为 a的铁丝任意折成三段, 求它们

可以构成一个三角形的概率.

    【解】 设三段为 yxayx −−,, , 于是

ax <<0 , ay <<0 , ; 根据

三角形两边和大于第三边, 则符合条件的是

2
0 ax << , 

2
0 ay << , ayxa <+<

2
, 如图.

因此所求概率
4
1

2
1

22
1

2

2

=








=
a

a

p .

    24. 从 )1,0( 中随机地取两个数, 求下列事件的概率  (1) 两数之和小于
5
6
;

(2) 两数之积小于
4
1
; (3) 同时满足前两个条件.

  【解】 (1) 
1

5
4

5
4

2
11 ××−

=p
25
17= 68.0= ;

(2) dx
x

p ∫+×=
1

4
1 4

11
4
1 )4ln1(

4
1 += 567.0= ;

 (3) dxxdx
x

dxxp ∫∫∫ +

+

−

−







 −++






 −+×=

1

10
116

10
116

10
116

10
116

5
1 6

5
4
1

6
51

5
1 593.0= .

    25. Buffon问题 在平面上画出等距离 a的平行线, 向此平面随机地投掷一根

长为 )( all < 的针. 试求针与平行线相交的概率.
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    【解】 以M 表示针的中点, x表示M 与最近的平行线的距离,  t表示针与

平行线的夹角, 显然
2

0 ax ≤≤ , π≤≤ t0 , 针与平行线相交的充分必要条件是

tlx sin
2

0 << , 于是

a
l

a

dttl

AP
ππ

π

2

2

sin
2)( 0 =

×
=

∫

    26. 设有 )5,4,3,2,1( =iAi 五个相同元

件构成图 11.1.2所示系统, 每一个元件能

正常工作的概率是 p , 各元件是否正常工

作是相互独立的, 问此系统能正常工作(接

通)的概率?

    【解】  将系统分成两种情况讨论,

一是 3A 正常, 二是 3A 不正常, 记B为
系统正常工作, iA 表示 iA 元件正常工作,

3A 正常时相当于右图
于是

( ))()()|( 52413 AAAAPABP ∪∩∪=
)()( 5241 AAPAAP ∪∪=

))()(1))(()(1( 5241 APAPAPAP −−= 22 )2( pp −= ,
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3A 不正常时, 相当于右图

( ))()()|( 52413 AAAAPABP ∩∪∩= )()()( 54215421 AAAAPAAPAAP −+=
)2( 22 pp −= ,

于是根据全概率公式,

)|()()|()()( 3333 ABPAPABPAPBP +=
)2()1()2( 2222 pppppp −⋅−+−⋅=

)2252( 232 ++−= pppp

《高等数学》习题参考资料

第十一章     概  率  论

§ 2  条件概率 全概率公式 Bayes公式

习  题

    1. 袋中有 4个白球, 2个黑球, 连取 2 个球, 取后不放回, 如果已知第一个

是白球, 问第二个是白球的概率?

    【答案】
5
3 .

    2. BA, 为两随机事件, 且 AB ⊂ , 则下列哪个式子是正确的: (1)

)()( APBAP =∪ ;  (2) )()( APABP = ; (3)

)()()( BPAPABP −=− .(4) )()|( BPABP = .

     【答案】(1) 是正确的.  其余是错误的
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    3. 用三个机床加工同一种零件, 零件由各机床加工的概率分别是 0.5 ,

0.35 , 0.15 , 各机床加工的零件为合格品的概率分别是 0.95 , 0.92 , 0.96 ,

求全部产品的合格率.

     【解】 96.015.092.035.095.05.0 ×+×+×=p 941.0= .

    4. 设有 10 箱同样规格的产品, 其中 5 箱是甲厂的产品, 次品率是
10
1
; 3 箱

是乙厂的产品, 次品率是
15
1
; 2 箱是丙厂的产品, 次品率是

20
1

. 今在这 10 箱产

品中任选 1箱, 再从中任取 1件产品, 问它是次品的概率是多少? 又若已知取得

的一件产品是次品, 它是甲厂的产品的概率是多少?

     【解】(1)  ∑
=

=
3

1
)|()(

i
ii AEPAPp

20
1

10
2

15
1

10
3

10
1

10
5 ⋅+⋅+⋅= =

25
2
； （2） 

8
5 .

    5. 有 2 个口袋. 甲袋中装有 2 个白球, 1个黑球; 乙袋中装有 1个白球, 2

个黑球. 由甲袋任取 1 个球放入乙袋, 再从乙袋中任取 1 个球, 求取到白球的概

率.

     【解】 =p
12
5

4
1

3
1

2
1

3
2 =⋅+⋅ .

    6. 设每次射击时命中率为 0.2 , 问至少需进行多少次独立的射击, 才能使至

少击中一次的概率不小于 0.9 .

     【解】射击 n次, 至少击中一次的概率为 np )2.01(1 −−= , 9.08.01 =− n , 于是

==
8.0ln
1.0lnn 3.10 , 因此取 11=n 次.

    7. 某设备由 A , B 两个部件串联而成, 两个部件中任何一个失灵, 该设备就

失灵. 若使用 1000小时后, 部件 A失灵的概率是 0.1, 部件 B 失灵的概率是 0.3,

若两个部件是否失灵是相互独立的, 求这个设备使用 1000小时后不失灵的概率.
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     【解】 )3.01)(1.01(1 −−−=p 37.0= .

    8. 某种牌号的电子元件使用到 1000小时的概率为 0.9, 使用到 1500小时的

概率为 0.3, 今有该种牌号的一个电子元件已使用了 1000小时, 问该电子元件能

用到 1500小时的概率.

      【解】条件概率 =p
3
1

    9. 甲、乙两人独立地对同一目标进行射击一发子弹, 他们的命中率分别是

0.7和 0.8, 现在目标被命中一发, 求它是甲射中的概率.

      【解】利用Bayes公式: =p
38
14

3.08.02.07.0
2.07.0 =
×+×

× .

    

    10. 设三次独立试验中, 事件 A出现的概率相等. 若已知 A至少出现一次的

概率等于
27
19

, 求事件 A在一次试验中出现的概率.

        【解】  
27
19)1(1 3 =−− p ,  =p

3
1 ;

    11. 上海电脑型体育彩票共有 36个号码 (自 01, 02, 03 到 36) 可供选择,

每注选 7个号码, 每期开奖开出七个号码. 若彩票的七个号与开奖的七个号一样

(不论次序), 则中特等奖. 假定每期彩票销售 4,500,000元, 有 300个销售点,

平均每个销售点销售 15000元. 问每期彩票至少开出一个一等奖的概率是多少?

经多少期彩票销售才能使至少开出一个特等奖的概率达到 0.95.

       【解】  解 上海电脑型福利彩票共有 36个号可供选择, 每注 7个号, 因此共有
8347680C7

36 =  (记为M ) 种(注). 每次销售 6,000,000元, 有 300个销售点, 平均每个
销售点销售 20000元, 即 10000张彩票. 在一个销售点售出的彩票中, 中一等奖的可
能概率为

)1,10000(~
M

Bx , 
k

k

k
k

M
M

M
Cp

−

=






 −







= ∑

1000010000

1
10001

11  
1000011 





 −−=

M
M

197220461001.0= .
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    各销售点的销售可以看作的相互独立的. 300个销售点至少有一个点销售的彩票
中一等奖的概率是

300p 300
1 )1(1 p−−= 300)610011972204.01(1 −−= 6.3018919030≈ .

即每期开奖至少产生一个一等奖的概率约 0.302.  因此, 在 k期彩票中至少产生一个
一等奖的概率 kP 是

kkpkP )63893742.0(1)1(1 300 −=−−= .

椐此易计算出

010.98080671 := p11     78,0.97250670 := p10      82,0.96061742 := p9      
390.94358671 := p8       77,0.91919118 := p7       89,0.88424598 := p6      
640.83418898 := p5       , 750.76248518 := p4      57,0.51264508 := p3      

若要使中奖概率达到 0.95 则有 8>k , 即开奖

      12. 在长达 11年的时间里，从得克萨斯州的一个县中有 870人被要求作为可能

的大陪审团的陪审员，该县的人口中有墨西哥血统的美国人占 79％，但只有 339

个有墨西哥血统的美国人被选为履行大陪审团陪审员的职责．如何用来概率模型

确定：大陪审团陪审员的选择对有墨西哥血统的美国人来说并非没有种族歧视．

       【解】  若没有种族偏见则 339个或更少的墨西哥血统的美国人被选为陪审员

的概率为∑
=

−339

0
870

870
]21.0[]79.0[

n p

n
p

n
p

C
CC

， 其中 p是该县的人口数, p是个很大的数，若

10000=p , 则此概率为 1611020848.0 −× , 几乎为 0.

    13.  某场比赛进行五局, 并以五战三胜决定胜负. 若已知甲方在每一局中的胜率为

0.6, 求甲方在比赛中获胜的概率是多少?

      【解】 获胜有三种情况: 0:3 , 1:3 , 2:3 ,   于是

                  3
1 )( pAp = 216.0= ,

                   pppCAP ⋅−= )1()( 22
32 259.0= ,

                    pppCAP ⋅−= 222
43 )1()( 207.0= ,

 因此  )()()( 321 APAPAPp ++= 682.0= .
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     14. 假设有三张形状完全相同, 但所涂颜色不同的卡片, 第一张两面全是红色, 第

二张两面全是黑色, 第三张是一面红一面黑, 将这三张卡片放在帽子里经充分混合

后, 随机地取出一张放在桌上, 如果取出的卡片朝上的一面是红的, 那么它的另一面

为黑的概率是多少.

       【解】 
3
1 .    注意两面全是红色的卡片有正反面向上两种可能, 因此符合“卡片

朝上的一面是红的”条件的情况有三种, 另一面为黑的仅一种情况.

     15. 若选择题有 m种答案, 考生可能知道答案, 也可能瞎猜. 设考生知道正确答案

的概率是 p , 瞎猜的概率是 p−1 , 考生瞎猜猜对的概率为
m
1 , 如果已知考生答对了,

问他确实知道正确答案的概率是多少.

        【解】
pm

mp
)1(1 −+

.

      16. 瓷杯成箱出售, 每箱 20只, 假设各箱含 0, 1, 及 2只残次品的概率分别为 0.8,

0.1, 0.1, 一顾客欲购一箱瓷杯, 购买时, 任取一箱, 从中任意地察看 4只, 若无残次品,

则就买下, 否则退回. 试求:  (1) 顾客买下该箱的概率; (2)  在顾客买下该箱的瓷杯中,

确实没有残次品的概率.

        【解】 (1)  
475
448 ;   (2)  

112
95 .

      17. 在 n双不同的鞋中任取 2r 只 )( nr < , 求 (1) 其中没有成双的概率;  (2) 恰好有

2 双的概率;  (3) 有 r双的概率.

       【解】  样本点总数有 r
nC 2

2 .   (1)   可以先从n双中取出 r2 双,   再从每双中任取

一只,   于是 =1p r
n

r
n

r

C
C
2
2

22
;       (2)    先从n双中任取2双,   再从 2−n 双中取出 42 −r 双,

再从每双中任取一只, 于是 r
n

r
n

r

C
Cn

p 2
2

22
1

22

2
2 −

−
−

= ;  (3) r
n

r
n

C
C

p 2
2

3 = .



230

《高等数学》习题参考资料

第十一章     概  率  论

§3  一维随机变量

习     题

    1. 设有m件产品, 其中 n件为次品, 从中任取 k件 )( mk < , 记取得的次品

数为ξ , 试写出ξ的概率分布.

【解】根据题意认为 mn ≤ , 由于有较多的未知参数, 因此应该讨论这些参数的不

同情况.

nknmk ≤−≤ ,
k
m

ik
nm

i
n

C
CC

iP
−
−== )(ξ

ki ,,1,0 L=

nknmk >−≤ ,
k
m

ik
nm

i
n

C
CC

iP
−
−== )(ξ

ni ,,1,0 L=

nknmk ≤−> ,
k
m

ik
nm

i
n

C
CC

iP
−
−== )(ξ

knmki ,),( L−−=

nknmk >−> ,
k
m

ik
nm

i
n

C
CC

iP
−
−== )(ξ

nnmki ,),( L−−=

    2. 设离散型随机变量ξ以正的概率只取 1, 2 , 3 , 又设 4.0)1( ==ξP ,

5.0)3( ==ξP .  (1)计算 )2( =ξP ; (2) 求ξ的分布和分布函数.

    【解】 (1) 1.0)2( ==ξP ,

   (2)  分布律: 
5.01.04.0

321
p

i=ξ
 分布函数











<
≤<
≤<

≤

=

x
x
x

x

xF

3,1
32,5.0
21,4.0

1,0

)(
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    3. 设随机变量ξ的密度函数为

             






−∉

−∈−=
],2,2[,0

],2,2[,4
2)(

2

x

xxA
x πϕ

求 (1) 系数 A 的值;  (2) ξ的分布函数 )(xF , 并作图.

    【解】 (1) 1=A ;

(2)  










≥

<<−





 −++

−≤

=

2,1

22,4
2

arcsin42
4
1

2,0

)( 2

x

xxxx
x

xF π
π

    4. 从学校到市中心广场共有六个十字路口, 假定在各个十字路口遇到红灯的

事件是相互独立的, 且概率都是 0.4. 以ξ表示遇到的红灯数, 求随机变量ξ的分

布. 以η表示汽车行驶过程中在第一次停止前所经过的路口数, 求η的分布.

    【解】

ξ 0 1 2 3 4 5 6

p 66.0 4.06.0 51
6C 242

6 4.06.0C 333
6 4.06.0C 444

6 4.06.0C 515
6 4.06.0C 64.0

η 0 1 2 3 4 5 ∗6
p 4.0 6.04.0 ⋅ 26.04.0 ⋅ 36.04.0 ⋅ 46.04.0 ⋅ 56.04.0 ⋅ 66.0

∗  假定过了 6站后停下.

    5. 设某种疫苗中所含细菌数服从 Poisson分布. 设 1毫升疫苗中平均含有一个

细菌, 把这种疫苗放入 5只试管中, 每只试管放 2毫升. 试求: (1) 5 只试管中

都有细菌的概率; (2) 至少有 3 只试管中有细菌的概率 (提示: 2=λ ).

   【解】每只试管中有细菌的概率为 p , 记ξ表示细菌个数, η表示有细菌的试管

数,  于是 =p )0(1)1( =−=≥ ξξ PP 2
0

!0
21 −−= e 8647.0≈ ,

(1) 5 只试管中都有细菌的概率为 )5( =ηP 4833.08647.0 55 ≈== p ;
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(2) 记 pq −= 1 , 至少有 3 只试管中有细菌的概率

)3( ≥ηP  055
5

144
5

233
5 qpCqpCqpC ++= 1184.03782.04834.0 ++= 980.0= .

    6. 某乘客在某公交车站候车的时间 (以分计) ξ服从指数分布, 其概率密度

函数







≤

>=
−

0,0

0,
5
1

)(
5

x

xex
x

ξϕ ，

某乘客在候公交车时, 若等车超过 10 分钟, 他就离开而乘出租车. 该乘客一个

星期要乘车 5 次, 若以 η  表示一周内他乘出租车的次数, 写出η的分布律,

    【解】 每天等车时间超过10分钟的概率

∫ ∞−
=

10
)( dxxp ξϕ ∫

−
=

10

0
5

5
1 dxe

x 10

0

5
x

e
−

−= 21 −−= e

于是η的分布律:

k=η 0 1 2 3 4 5

)( kP =η 5q 41
5 pqC 322

5 qpC 233
5 qpC qpC 44

5
5p

    7. 设随机变量ξ服从 )1,0(N , 那么 )0(),0(),0( 00 =Φ ξϕ P 各取什么值, 它们各

表示什么意思?

   【解】 0)0(0 =Φ , 
π

ϕ
2
1)0(0 = , )0( =ξP 无意义.

    8. 设随机变量ξ服从 )1,0(N , 求 )5.2( <ξP , )1( −≥ξP , )15.1( ≤≤− ξP .

    【解】 )5.2( <ξP 0.99379= , )1( −≥ξP 1-0.8413452×= 68269.0= ,

)15.1( ≤≤− ξP 0.933193)-(1-0.5= 433193.0= .
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    9. 设随机变量ξ服从 )16,1(−N , 求 )5.1( −>ξP , )8( <ξP , )4|(| <ξP .

    【解】 )5.1( −>ξP .54780= , )8( <ξP .9880= , )4|(| <ξP 668.0= .

    10. 设随机变量ξ服从 )1,0(N ,求 a值, 分别使（1） 975.0)|(| =< aP ξ , （2）

975.0)( =−> aP ξ ， （3） 975.0)( =< aP ξ .

    【答案】 (1) 24.2=a ,      (2) 96.1=a ,   (3)  96.1=a .

    11. 设随机变量ξ的概率分布密度为

||

2
1)( xex −=ϕ ,

求 (1) 随机变量ξ的分布函数 )(xF ;  (2)  )( baP ≤≤ ξ , )( aP ≥ξ , )( bP ≤ξ , 其

中 0,0 >< ba .

【解】   (1)   








>−

≤
=

− 0,
2
11

0,
2
1

)(
xe

xe
xF

x

x

,

   (2) )( baP ≤≤ ξ ab ee
2
1

2
11 −−= − , )( aP ≥ξ ae

2
11−= , )( bP ≤ξ be−−=

2
11 .

  

    12. 设某商品的月销售量服从参数为 7的Poisson分布,. 问在月初商店要进

货多少此商品, 才能保证当月不脱销的概率为 0.999.

   【解】  不脱销表示商店到月末还有货. 设月销售量为ξ因此问题是求 k  ,使
001.0)( ≤> kP ξ , 即 999.0)( ≥≤ kP ξ , 计算 7=λ 的Poisson分布值,

002407.0)16( =≥ξP , 000958.0)16( =>ξP , 001448.0)16( ==ξP 001.0> ,
000596.0)17( ==ξP 001.0< , 因此 17=k , 月初的最少进货应该是 161 =−k 个单位.

    13. 设某地在任何长为 t (周)的时间内发生地震的次数 )(tn 服从参数为 tλ 的

Poisson分布. (1) 若T表示直到下一次地震发生所需的时间(周), 求T的概率分

布. (2) 求相邻三周内至少发生 3次地震的概率. (3) 在连续 8周无地震的情况

下, 下 8周仍无地震的概率’
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    【解】 kt
k

e
k
tktnP −==
!
)())(( λ .表示在 t时间间隔内发生 k次地震.

      (1) tetnPtTP λ−===≥ )0)(()( , 它表示在 t时间间隔内不发生地震的概率，于是
T的分布函数 )(tF : 0≤t 时, 0)( =tF ;  0>t 时, )()( tTPtF <=  )(1 tTP ≥−=

te λ−−= 1 . 即




≤
>−

=
−

00
01

)(
t
te

tF
tλ

, 即T服从参数为λ的指数分布;

    这表明 Poisson过程的来到间隔服从指数分布;

    (2) 相邻三周内至少发生 3次地震, 即在 3周时间内发生三次以上地震
)3)3(( ≥nP )3)3((1 <−= nP

)2)3(()1)3(()0)3((1 =−=−=−= nPnPnP

2
931

22
33

λ
λλ λλ

−
− −−−= eee λλλ 32 )

2
931(1 −++−= e ;

    (3) )"8|""16(" ≥≥ TtP
)"8("

)"8""16("
≥

≥⋅≥=
TP

TTP
 

)"8("
)"16("

≥
⋅≥=

TP
TP

 λ

λ

8

16

−

−

=
e
e

 λ8−= e .

    这说明指数分布具有无记忆性.

    14. 设有 800万个质点独立地散布在容积为 2千立方米的一个水池中, 每一

个质点在水池各处是等可能的. 求从这个水池中任取的 1 升（0.001立方米）水

中含有质点个数ξ的分布密度.

    【解】  在一升水中平均有质点 4
000,1000,2

000,000,8 =
×

即 4== λnp ，

或解: 一个质点落在 1升水中的概率是
000,000,2

1=p ，8,000,000个质点相当于

8,000,000次 Bernoulli试验, 于是 1升水中含有质点数ξ ,服从的分布

        kkk
k ppCp −−= 8000000

8000000 )1( 4

!
4

!
)( −− =≈ e

k
e

k
np k

np
k

    15. 某射手有 6发子弹, 命中率为 0.85,  如果命中了, 就停止射击, 如果不

命中, 就一直射下去, 直到子弹用完为止. 求耗用子弹数ξ的分布律.

   【答案】 5432

654321
qpqpqpqpqppk

ξ
,  其中 85.0=p , 15.0=q .

    16. 某市每天耗电量不超过一百万千瓦小时, 该市每天的耗电率(天耗电量/

百万千瓦小时) ξ的密度函数是
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∉
∈−=

].1,0(,0
],1,0(,)1(12)(

2

x
xxxxϕ

如果该市发电厂每天供电量为 80万千瓦小时, 则任一天供电量不够需要的概率是

多少?

   【解】 )8.0( >ξP )8.0(1 ≤−= ξP dxxx∫ −−=
8.0

0

2)1(121 0272.0= .

    17. 某仪器装有三只独立工作的同型号电子元件，其寿命(小时)都服从同一

指数分布，其密度函数为







≤

>=
−

00

0
600
1

)(
600
1

x

xexf
x

 试求在仪器使用的最初 200小时内，至少有一只电子元件损坏的概率。

  【解】  先计算最初 200小时内电子元件损坏的概率, dxep
x

∫
−

=
200

0
600
1

0 600
1

3
1

1
−

−= e  2835.0≈ , 再计算三只元件至少有一只电子元件损坏的概率

3
0 )1(1 pp −−=  

e
11−=  6321.0= .

     18.  某地抽样调查结果表明，考生的外语成绩(百分制)近似服从正态分

布，平均成绩为 72分，96分以上的占考生总数的 2.3％。试求考生的外语成绩在

60分至 84分之间的概率

【解】  因为 977.0)2( =ϕ , 023.07296721 =





 −<−−

σσ
xP  977.01−=  )2(1 ϕ−= ,

于是 224 =
σ

, 12=σ ,  因此 





 −<<−

12
7284

12
7260 xP  682.01)1(2 =−= ϕ .

     19.  向直线上掷随机点，已知随机点落入 )0,(1 −∞=H , )1,0[2 =H 和

),1[3 ∞=H 的概率分别等于 0.2, 0.5和 0.3, 并且随机点在(0, 1]上分布是均匀
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的，假设随机点落入 )0,(−∞ 得 0分，落入 ),1[ ∞ 得 1 分，落在区间 )1,0[ 的 x点得 x

分，以ξ表示得分，试求ξ的分布函数.

   【解】  ,3.0)(,5.0)(,2.0)( 321 === HPHPHP  




>
≤

=<
01
00

)|( 1 x
x

HxP ξ ,









≥
<≤

<
=<

11
10

00
)|( 2

x
xx

x
HxP ξ , 





≥
<

=<
11
10

)|( 3 x
x

HxP ξ , 由全概率公式得

=<= )()( xPxF ξ )|()(
3

1
ii

i
HxXPHP <=∑

= 







≥
<≤+
<<∞−

=
11

105.02.0
00

x
xx
x

     20．设有一均匀陀螺，在其圆周的半圈上都表明刻度 1，另外半圈上均匀地

刻上区间[0，1)上的诸数字，旋转这陀螺，求停下时其圆周上触及桌面上的点的

刻度ξ的分布函数.

  【解】 记“落在刻度 1 的半圈上”的事件为 1H , “落在另外半圈上均匀地刻

度”的事件为 2H , 则
2
1)( 1 =HP , 

2
1)( 2 =HP ,





<
≥

=<
1,0
1,1

)|( 1 x
x

HxP ξ , 








≥
<≤

<
=<

1,1
10,

0,0
)|( 2

x
xx

x
HxP ξ ,

利用全概率公式得到

=<= )()( xPxF ξ )|()(
2

1
kk

k
HxPHP <∑

=

ξ








>

≤<

≤

=

1,1

10,
2

0,0

x

xx
x

可以看到此分布的随机变量既不是离散型的, 也不是连续型的.

《高等数学》习题参考资料

第十一章     概  率  论

§ 4  二维随机变量

习    题
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    1. 设随机变量 ηξ , 相互独立, 且有下列分布律:

kx=ξ 2− 1− 0 2
1

ky=η 2
1 1 3

)( kxP =ξ
4
1

3
1

12
1

3
1 )( kyP =η

2
1

4
1

4
1

求 ),( ηξ 的联合分布律.

   【答案】

ηξ \ 1/2 1 3
*ip

-2 1/8 1/16 1/16 1/4
-1` 1/6 1/12 1/12 1/3
0 1/24 1/48 1/48 1/12

1/2 1/6 1/12 1/12 1/3

jp*
1/2 1/4 1/4 1

    2. 设随机变量 ηξ , 相互独立, 且有下列分布律:

4
1

8
1

8
1

2

1

321

bx

cax

yyyηξO

求值 cba ,, .

【答案】 .12/1;8/3;24/1 === cba
2
1=++ cba ,

4
1

4
1

4
1

8
1 =






 +





 ++ cb ,  

8
1

8
1

4
1

8
1 =






 +





 ++ ab , bbb =






 +





 ++

8
1

4
1

8
1

,

ccca =





 +





 ++

4
1

8
1

, 
8
1

8
1

8
1 =






 +





 ++ bca ,  aaca =






 +





 ++

8
1

8
1

,

于是 





 +=






 + ac

8
1

4
1

4
1

8
1

, ac 2= ,

由于 bbb =





 +





 ++

8
1

4
1

8
1

, 得 0
64
3

2
12 =+− bb ,于是

8
1,

8
3=b ,

当  
8
3=b , 则

24
1=a , 

12
1=c ,
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当  
8
1=b , 则

8
1=a , 

4
1=c ..

    3. 设两维连续型随机变量 ),( ηξ 的联合分布函数为

)
3

arctan)(
2

arctan(),( yCxBAyxF ++= ，

求  （1） 系数 CBA ,, ；  （2） ),( ηξ 的联合密度函数；  （3）  边缘分布函

数和边缘分布密度函数； （4）随机变量 ηξ , 是否相互独立。

    【解】  (1)  0),( =−∞ yF , 0),( =−∞xF  1),( =+∞+∞F , 则

0)
2

arctan)(
2

( =+− yCBA π
, 0)

2
)(

2
arctan( =−+ πCxBA , 1)

2
)(

2
( =++ ππ CBA , 于

是
2
π== CB , 因此 2

1
π

=A ,

(2) 
yx

Fyx
∂∂

∂=
2

),(ϕ
9

1
4

16
222 ++

=
yxπ

;

(3) ),()( +∞= xFxFξ 





 +=

2
arctan

2
1 xπ
π

, 
dx

xdF
x

)(
)( ξ

ξϕ =
)4(

2
2 +

=
xπ

 ,

),()( yFyF +∞=η 





 +=

2
arctan

2
1 yπ
π

, 
dy

ydF
y

)(
)( η

ηϕ = , 
)9(

3
2 +

=
xπ

.

(4) ),( yxϕ = )()( yx ηξ ϕϕ , 因此随机变量 ηξ , 相互独立.

    4. 设D为由 10 << x , xy <|| 所围成的区域,

求服从 D上均匀分布的二维随机变量 ),( ηξ 的分

布密度,  并分别写出关于ξ及关于η的边缘分布

密度函数.

     【解】 


 <<<

=
other

xyx
yx

,0
||,10,1

),(ϕ



 ≤<

=
other

xx
x

0
10,2

)(ξϕ , .
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    5. 设随机变量 ( ηξ , ) 的分布密度为

                


 ≤≤≤−

=
,,,0

,10),1(
),(

的其余值yx
yxyc

yxϕ ，

求 c的值并求 )2( ξη >P .

  【解】 dyycdx
x∫∫ −=
11

0
)1(1

6
c= , 于是 6=c ., )2( ξη >P dyydx

x∫∫ −=
1

2
2
1

0
)1(6

2
1= .

    6. 设随机变量ξ和η都服从 ]1,0[ 上的均匀

分布, 且ξ与η是相互独立的, 试求 122 ≤+ηξ

的概率.

    【答案】
4
π=p , (面积之比)

    7. 设随机变量 ( ηξ , ) 的分布密度为

                




 ≤≤≤≤+=

,,,0

,20,10,
3),(

2

的其余值yx

yxxyxyxϕ

求 )1( ≥+ξηP .

   【解】 ∫∫ −






 +=

2

1

21

0 3x
dyxyxdxp dxxxx

∫ 







++=

1

0

32

6
5

4
4

2 72
65= .

    8. 设ξ和η是两个连续型随机变量, 其联合分布密度为

22
),( cybxyaxAeyx −+−=ϕ

问在什么条件下, 随机变量ξ和η是相互独立的.

    【解】 1),(
2

=∫∫ dxdyyx
R

ϕ ， 得
π2

4 2bacA −= , 02 >− bac ,
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=)(xξϕ
2

2

4
42

2
4 x

c
bac

e
c
bac −−−

π
, =)(yηϕ

2
2

4
42

2
4 y

a
bac

e
a
bac −−−

π

)()( yx ηξ ϕϕ
)(

4
42 22

2

4
4 cyax

ac
bac

e
ac

bac +−−−=
π

,

于是，当 0=b 时随机变量ξ和η是相互独立的。

    9. 设随机变量ξ的分布律是

LL

LL

np

n

2
1

2
1

2
1

21

2

ξ
,

求设随机变量 ξπη
2

sin= 的分布律

    【解】 








−=
=

−=−
=

34,1
2,0

14,1

2
sin

kn
kn

kn
nπ

, 于是

)1( =ηP ∑
∞

=

−==
1

)34(
k

kP ξ ∑
∞

=
−=

1
342

1
k

k ∑
∞

=

=
1 16

18
k

k

16
11

16
1

8
−

×=
15
8= ,  类似 有

)1( −=ηP ∑
∞

=

−==
1

)34(
k

kP ξ

16
11

16
1

2
−

×=
15
2= , 

3
1)0( ==ηP , 分布为

η 1− 0 1

)( kP =η
15
2

3
1

15
8

    10. 分子运动速度的绝对值ξ是服从Maxwell分布的随机变量, 其密度函数为

                 








≤

>=
−

,0,0

,0,4
)(

2

2

3

2

x

xex
x

x
α

παϕ      0>α
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求分子动能 2

2
1 ξη m= 的密度函数, 其中 m 是质量.

    【答案】







≤

>=
−

00

024
)(

2

2

3

y

ye
m

y
may

a
x

πϕη

    11. 设随机变量ξ的密度函数为

( )






≤

>
+=

0,0

0,
1

2
)( 2

x

x
xx πϕ

求随机变量 ξη ln= 的密度函数.

  【解】  y<η 即 y<ξln , ye<ξ , )()( yPyF <= ηη )( yeP <= ξ ∫ ∞− +
=

ye
dx

x )1(
2

2π
,

dy
ydF

y
)(

)( η
ηϕ =

)1(
2

2 y

y

e
e
+

=
π

, +∞<<∞− y .

    12.  设随机变量ξ的密度函数为







≤
>=

−

0,0
0,2)(

23

x
xexx

x

ϕ

求随机变量 2ξη = 的密度函数.

    【解】           







>

≤
= −

0,

0,0
)(

2

2

yye

y
y yηϕ

    13. 设随机变量ξ服从标准正态分布 )1,0(N , 求 ||ξη = 的分布.

    【答案】   







<

≥=
−

0,0

0,2
)(

2

2

x

xey
x

πϕη

    14. 已知随机变量 ηξ , 的联合分布为
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),( yx (0,0) (0,1) (1,1) (1,0) (2,0) (0,2)

),( yxP == ηξ 0.1 0.15 0.2 0.25 0.15 0.15

求关于ξ的边缘分布; 求 ηξ + 的概率分布.

   【答案】     
5.04.01.0

210
p
ηξ +

    15. 设随机变量 ηξ , 相互独立, 且服从同一正态分布 ( )2,0 σN , 求随机变量

22 ηξς += 的分布.

   【解】  二维随机变量 ),( ηξ 的联合分布密度函数是 =),( yxp 2

22

2
22

1 σ

πσ

yx

e
+−

, 随机

变量 22 ηξς += 的分布函数, 当 0≤z 时， 0)( =zF ； 当 0>z 时，

)(zF )( zP <= ς )( 222 zP <+= ηξ

dxdye
zr

yx

∫∫
<

+−
= 2

22

2
22

1 σ

πσ ∫∫
<

−
=

zr

r

rdre 2

2

2
22

1 σ

πσ

∫∫ 







−=

−z
r rded

0 2

2
2

2

0 22
1 2

2

σπ
θ σ

π
z

r

e
0

2 2

2

σ
−

= 2

2

21 σ
z

e
−

−= .

dz
zdFz )()( =ςϕ







>

≤
= −

0
2

00
2

2

2
2 zez

z
z
σ

σ

    16. 在线段 ],0[ a )0( >a 上随机地投掷两点, 试求这两点之间的距离这个随机变

量的分布函数.

    【解】 设 BA, 两点到O的距离为随机变量 ηξ , , 于是他们都服从均匀分布,

二维随机变量 ),( ηξ 的联合分布密度函数是




 ≤≤≤≤=

other

ayax
ayxp

,0

0,0,1
),( 2 , 现

在计算 || ηξς −= 的分布函数 )(zF . 当 0≤z 时 , 0)( =zFς ; 当 a≤< ς0 时 ,

)|(| zP <−ηξ dxdy
azyx

2
||

1
∫∫

<−

= 2

22 )(
a

zaa −−= ; az > 时, 1)()( =<= zPzF ς ,于是
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>

≤<−−
≤

=

az

az
a

zaa
z

zF

,1

0,)(
0,0

)( 2

22

ς ,

密度函数





 <<−

=
other

az
a

za
zp

,0

0,22
)( 2 .

    17. 设ξ和η是两个相互独立的连续型随机变量, 其分布函数分别为 )(xFξ 和

)(yFη , 求随机变量 ),max( ηξτ = 和 ),min( ηξν = 的分布函数.

     【解】  )),(max()( uPuP <=< ηξτ
)()(),( uPuPuuP <<=<<= ηξηξ

)(uFξ= )(uFη

      )(1)( vPvP ≥−=< νν
),(1 vvP ≥≥−= ηξ )()(1 vPvP ≥≥−= ηξ

))(1))((1(1 vPvP <−<−−= ηξ
))(1))((1(1 vFvF ηξ −−−= .

《高等数学》习题参考资料

第十一章     概  率  论

§ 5  随机变量的数字特征

习    题

    1. 设随机变量ξ具有分布

,,2,1,
2
1)( L=== kkP
k

ξ

求 ξE 和 ξD .

     【解】 ξE ∑
∞

=

=
1 2

1
k

kk 2

2
11

1
2
1







 −

= 2= ,  2ξE ∑
∞

=

=
1

2

2
1

k
kk 6= , ξD 2= .
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    2. 从数字 n,,1,0 L 中任取两个不同的数字, 求这两个数字差的数学期望.

    【解】本题应理解” 数字差”为”差的绝对值”. 两个数字差的绝对值的数学期

望则计算如下. 记ξ为两个数字差的绝对值,

)( kP =ξ 2
1

1

+

+−=
nC
kn ,

∑
= +

+−=
n

k nn
knkE

1

2
)1(
1ξ 







 −+
+

= ∑∑
==

n

k

n

k
kkn

nn 1

2

1
)1(

)1(
2





 ++−+

+
= )12)(1(

6
1)1(

2)1(
2 2 nnnnn

nn
)2(

3
1 += n ,

 ξE
3

2+= n .

    3. 设随机变量ξ具有下列分布密度, 求 ξξ DE 和 .

     (1) ||

2
1)( xex −=ϕ ;

     (2) 




 <<−=

其他,0

21),4(
11
3

)(
2 xxxxϕ ;

     (3) 








>

≤
=

2
||,0

2
||,cos2

)(
2

π

π
πϕ

x

xx
x

   【解】 (1)  ξE 1=  ,  =ξD 1 ;  (2)  ξE
44
67= ,  ξD

9680
787=  ;

          (3)  ξE 0= ,  ξD
2
1

12

2

−= π .

    4. 设随机变量ξ的分布函数为 








>
≤≤
<

=
2/,1

2/0,sin
0,0

)
π
π

x
xx
x

xF（ . 求 ξξ DE 和 .
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      【解】 ξE  1
2
−= π , ξD 3−= π .

    5. 证明: 当 ξEK = 时, 2)( KE −ξ 最小.

【 提示】 022)( 2

=+−=
∂
−∂ KE
K

KE ξξ
.   

    6. 设地铁运行的间隔是 2分钟, 一旅客在任意时刻进入地铁站台, 求候车时

间的数学期望和方差.

【解】




 <≤=

other

xx
,0

20,
2
1

)(ϕ ,  1
42

1
2

0

22

0
=== ∫

xdxxEξ ,

3
4

2
1)(

2

0

22 == ∫ dxxE ξ , 
3
1)()( 22 =−= ξξξ EED .

    7.  一批零件有 9个正品, 3个废品, 从中 任意取一个, 若取出废品不

再放回, 求在取得正品之前已取出废品数的数学期望和方差.

【解】          

10
1

11
2

12
3

10
9

11
2

12
3

11
9

12
3

12
9

3210

p

ξ
,

10
3=ξE , 

22
92 =ξE ,  

1100
351

100
9

22
9 =−=ξD .

    8. 设随机变量ξ和η是两个独立且具有同一分布,若ξ的分布律为 3/1)( == iP ξ ,

3,2,1=i , 设 ),min( ηξ=X  求 X的分布律和 EX .

【解】   

3/13/13/1
3/19/19/19/13
3/19/19/19/12
3/19/19/19/11

321\

*

*

j

i

p

pηξ

 ,         
9/13/19/5

321
p
ξ

,     
9

14=EX .
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    9. 设随机变量 ( ηξ , ) 的分布密度为

                


 ≤≤≤−

=
,,,0

,10),1(
),(

的其余值yx
yxyc

yxϕ

求概率 )1( ≤+ηξP 及 12 += ξZ 的方差 )(ZD

【解】   
4
3)1( =≤+ηξP ;  

20
3)( =zD

    10. 设随机变量ξ和η在圆域 222 Ryx ≤+ 上服从联合均匀分布. 求ξ和η的相

关系数 ρ ; 问ξ和η是否独立?

   【解】  )(ξηE 0
222

== ∫∫ ≤+ Ryx
xydxdy ,  ξE 01 22

222 == ∫ ∫−

−

−−

R

R

xR

xR
dyxdx

Rπ
,

0=ηE , 于是 0=ρ ;   但不独立. 事实上 )(xξϕ dy
xR

xR∫
−

−−
=

22

22 2
1
π π

22 xR −= ,

)(yηϕ π

22 yR −
= , 显然 )()(),( yxyx ηξ ϕϕϕ ≠ .

11. 设随机变量ξ和η相互独立, 都服从 )1,0(N 分布, 证明: ( )
π

ηξ 1),max( =E .

    【 提示】 |)|(
2
1),max( ηξηξηξ −++= , )2,0(~ Nηξ − ,

|)(| ηξ −E ∫
∞+

∞−

−
= dzez

z
4

2

||
π
2= ,   于是  ( )),max( ηξE 







 +
π
20

2
1

π
1= .

    12. 设某商店组织某商品货源. 已知该商品的需求量ξ  (件) 服从

]4000,2000[ 上的均匀分布,  如果每出售一件商品获利 3 元, 如果销售不出去,

每件需付保管费 1 元, 问需组织多少货源, 才能使商店的期望收益最大.

【解】  设组织货源a件, 销售量为 X , 利润为 z , 则 z与 aX , 的关系是





<<<
<<<−−

==
400020003
40002000),(3

),()(
Xaa
aXXaX

aXfaZ
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由于 ]4000,2000[~ UX ,  因此




 <<=

other

xxpX
,0

40002000,
2000

1
)( ,   于是

dxxfxEf ∫=
4000

2000
)(

2000
1)( dxadxax

a

a

∫∫ +−=
4000

2000
3

2000
1)4(

2000
1

)20002140002(
2000

1 22 ×−+−= aa ,   欲使 ),( axEf 最大, 则 0),( =
da

axdEf , 3500=a ,

易验证此时利润最大. 最大利润为8250元.

    13. 设随机变量ξ的密度函数是








>

≤
=

.
2

||,0

,
2

||,cos2

)(
2

π

π
πϕ

x

xx
x

         求 )(sinξE 和 )(sinξD .

【解】   )(sinξE dxxx∫
+∞

∞−
= )(sin ϕ dxxx∫

+

−
= 2

2

2cos2sin
π

π π
0= ,

)(sinξD )(sin 2 ξE= dxxx∫
+

−
= 2

2

22 cos2sin
π

π π 4
1= .

    14.  n把钥匙中只有一把能打开房门, 现随机逐把试用这 n把钥匙开门, 求

首次打开房门的试用次数ξ的数学期望和方差. 分别考虑以下两种情况.  (1) 不

放回试用; (2) 有放回试用.

【解】(1)   有放回试用时
n

kP 1)( ==ξ , 概率分布是

nnn
p

nk
111

1

LL

LLξ
,

∑
=

⋅=
n

k n
kE

1

1ξ
2

1+= n ;  ∑
=

⋅=
n

k n
kE

1

22 1ξ
6

)12)(1( ++= nn , 
12

12 −= nDξ .

(2)   概率分布是
nk nnn

p

nk
111

1

LL

LLξ
, ∑

=

⋅=
n

k
kn

kE
1

1ξ 2

2

)1(

1

−

−
=

−

n
n

n n
.
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∑
=

⋅=
n

k
kn

kE
1

22 1ξ 3

3

)1(
)1(

−
−−+=

−−

n
nnnn nn

=ξD 3

3

)1(
)1(

−
−−+ −−

n
nnnn nn

4

2

2

)1(

1

−







 −

−
−

n
n

n n

.

    15. 设随机变量 ),( ηξ 服从区域 }10,10|),{( <<<<= ηξηξD 上的均匀分布,

求相关系数 ξηρ .

【解】   


 <≤

=
other

yx
yx

,0
1,0,1

),(ϕ ,  
2
11

0

1

0
== ∫∫ dxdyxEξ ,  

2
11

0

1

0
== ∫∫ dxdyyEη ,

4
1)(

1

0

1

0
== ∫∫ ydxdyxE ξη , ),( ηξCOV 0)( =⋅−= ηξξη EEE , 0≠ξD , 0≠ηD , 于是

0=ξηρ .

    16. 设随机变量 )1.0(~ Nξ , 求随机变量 nξη =  ( n为正整数)与ξ的协方差与

相关系数.

【解】 ),( ηξCOV ηξξη EEE ⋅−= )( ,

)(ξηE dxex
x

n 21

2

2
1 −∞

∞−

+∫=
π

, 当 n使偶数时, 0)( =ξηE , 当 n是奇数时,

)(ξηE dxex
x

n 2
0

1

2

2
2 −∞ +∫=
π ∫

∞+ −

0
2)2(

2
2 dueu u

n

π
= 






 +Γ

+

1
2

12 2
1 nn

π
!!n= .

类似有




−
=

evenis,!)!1(
oddis,0

nn
n

Eη ,  !)!12(
2
1 222

2

−=
−∞

∞−∫ ndxexE
x

n

π
η ,

22 )()( ηηη EED −=  




−−−
−

=
evenis,]!)!1[(!)!12(
oddis,!)!12(

2 nnn
nn

, 0=ξE , 1=ξD , 于是

),( ηξCOV




=
evenis,0
oddis,!!

n
nn

,
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ηξ
ηξρξη DD

COV ),(=






−=
evenis,0

oddis,
!)!12(

!!

n

n
n
n

    17. 设随机向量 ),( ηξ 的联合概率密度为



 ≤≤−≤≤+

=
other

yxyxk
yx

,0
0,0),cos(

),( 22
ππ

ϕ ,

求 ηξ , 的期望与均方差, 协方差与相关系数.

【解】
2
1=k , ξE dyyxxdx∫∫ −

+=
0

2

2
0

)cos(
2
1

π

π

4
π= ,

2ξE dyyxdxx ∫∫ −
+=

0

2

2
0

2 )cos(
2
1

π

π

2
28

2

−+= ππ
, 22 )( ξξξ EED −= 2

216

2

−+= ππ

ηE dyyxydx∫∫ −
+=

0

2

2
0

)cos(
2
1

π

π

4
π−= , 2ηE dyyxdxy ∫∫ −

+=
0

2

2
0

2 )cos(
2
1

π

π

2
28

2

−+= ππ
,

22 )( ηηη EED −= 2
216

2

−+= ππ
, )(ξηE dyyxxydx∫∫ −

+=
0

2

2
0

)cos(
2
1

π

π

1
28

2

−+−= ππ
,

:),( ηξCOV ηξξη EEE ⋅−= )( 1
216

2

−+−= ππ
, ξηρ

328
168

2

2

−+
−+−=

ππ
ππ 2454.0−≈ .

    18. 设设随机向量 ),( ηξ 的协方差矩阵为 







−

−
93
34

, 求 ηξ , 的相关系数.

【解】  4=ξD , 9=ηD , 3),( −=ηξCOV , 
2
1

94
3 −=−=ρ .

    19.  设随机变量 ξ和 η  是相互独立的, 证明 )(ξηD ηξ DD ⋅≥

【解】   

ηξηξ DDD −),( ( )22 ))(()( ξηξη EE −= ( )( )2222 )()( ηηξξ EEEE −−−
2222 )()( ηξηξ EEEE −= ( )22222222 )()()()( ηξηξηξηξ EEEEEEEE +−−−

222222 )()()()( ηξηξηξ EEEEEE +−= 22 )()( ηξ EE− )()())(( 22 ηξηξ DEED += 0≥ .
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    20. 设 A和B是两个正概率随机事件，随机变量




=
不发生

发生

A
A

,0
,1

ξ ，





=
不发生

发生

B
B

,0
,1

η , 证明ξ和η相互独立等价于ξ和η不相关.

【解】  他们的分布为

)()(1
10
ApApp −

ξ
,  

)()(1
10
BpBpp −

η
, 

)()(1
10
ABpABpp −

ξη
.

于是 )(ApE =ξ , )(BpE =η , )()( ABpE =ξη .

若不相关, 0=ρ , 于是 ))(()( ηξξη EEE = ,即 )()()( BpApABp = ,所以 BA, 相互独

立. 因此 BA, , BA, , BA,  也都相互独立, 于是

)0,0( == ηξp )()()( BpApBAp =⋅= )0()0( === ηξ pp , 类似有

)1,0( == ηξp )()()( BpApBAp =⋅= )1()0( === ηξ pp ,

)0,1( == ηξp )()()( BpApBAp =⋅= )0()1( === ηξ pp ,

)1,1( == ηξp )()()( BpApBAp =⋅= )1()1( === ηξ pp , 因此 ηξ , 相互独立

§ 6 大数定律和中心极限定理

习     题

    1. 某厂生产一种产品, 次品率为 0.1, 求送来的 200件产品中次品不超过 15

件的概率, 并用中心极限定理估算这个概率的近似值.

【解】 kkk qpCkP −== 200
200)(ξ , ∑

=

−=≤
16

0

200
200)16(

k

kkk qpCP ξ ;









××
×−Φ=≤

9.01.0200
1.020016)16(ξP 174.0)943.0(1 =Φ−=
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    2. 设ξ为随机变量, rE ||ξ 存在, 0>r . 证明

对任意的 0>ε 有
r

rEP
ε

ξεξ ||)|(| ≤≥ .

   【解】

dxxxE rr )(||)|(| ϕξ ∫
+∞

∞−
= dxxx r

x

)(||
||

ϕ
ε
∫
≥

≥ dxx
x

r )(||
||

ϕε
ε
∫
≥

≥ )|(||| εξε ≥= Pr

    3. 某电视机厂每月生产电视 10000台. 但其显象管生产车间的产品正品率仅

为 0.8. 为了以 0.997的概率保证出厂的电视机都能装上正品显象管, 该车间每月

应该生产多少只显象管?

【解】设每月生产 n个显像管, 




=
个显像管为废品第

个显像管为正品第

k,0
k,1

kX , nk ,,2,1 L= ,于是

nXXX ,,, 21 K 相互独立, 且 10~ −kX 分布, 8.0)1( ==kXP , 8.0=kEX ,

16.0=kDX , )16.0,8.0(~
1

nnNXX
n

k
k∑

=

= , 所求概率为

)10000( ≥XP 







××

−Φ−≈
2.08.0

8.0100001
n

n 997.0
4.0

100008.0 =






 −Φ=
n

n
, 查表得

75.2
4.0

100008.0 =−
n

n
, 即 0100001.18.0 =−− nn , 解得 12655≈n ,

该车间每月应该生产12655只显象管.

    4. 设某车间 200台车床, 每台车床由于种种原因出现停车, 且每台车床开动

的概率为 0.6, 假定每台车床停车或开动是相互独立的. 若每台车床开动时需要消

耗一千瓦电能，问要以 99.9 % 以上的概率保证这个车间不致因供电不足而影响生

产, 需供应多少电能?

    【解】设





=
台机床停机第

台机床开动第

k,0
k,1

kX ,
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 200,,2,1 L=k ,于是 20021 ,,, XXX K 相互独立, 且 10~ −kX 分布, 6.0)1( ==kXP ,

6.0=kEX , 24.0=kDX , )24.0,6.0(~
200

1
nnNXX

k
k∑

=

= , 所求概率为

)n0( ≤≤ XP )32.17(
34

120 −Φ−






 −Φ≈ n 999.0= ,

查表得 09.3
34

120 =−n
, 解得 142≈n . 需供应电能142千瓦.

    5. 用Чебышев不等式确定: 当掷一个均匀硬币时, 需掷多少次, 才能

保证使得”正面”出现的频率在 0.4至 0.6的概率不小于 0.9.

    【解】   ( ) 21||
ε

ε DXEXXP −≥<−





=
反面向上

正面向上

,0
,1

iX , ∑
=

=
n

k
kXX

1
, 5.0=iEX , 25.0=iDX , nEX 5.0= ,

nDX 25.0= , 9.0
01.0
25.011)1.0|5.0(| 22 =−=−≥≤−

n
nDXnnXP

ε
, 250

1.0
25 ==n ,

需掷 250次.

    若用中心极限定理解, 则 )1,0(~ N
npq

npXY −= ,








 ≤≤−
n

nY
n

nP
5.0
1.0

5.0
1.0 9.01

5
2 0 ≥−








Φ= n

, 95.0
50 ≥







Φ n )645.1(0Φ= ,

    因此 225.8645.15 =×≥n , 68>n , 需掷68次即可. 可见中心极限定理解比

较精确.

    6. 某市煤气公司和保险公司推出事故意外保险. 设投保人一年的保险费 5元,

如果在一年内投保人遭遇意外事故, 公司赔费 3万元. 已知在一年内该市发生事

故的概率是 0.0001, 如果该市有 1000000户投保,  (1)求保险公司亏本的概率;

(2) 求保险公司年利润不少于 2700000元的概率.
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【解】设ξ是遭遇意外事故的户数, 保险公司亏本, 则 167
30000
10000005 ≈×≥ξ ,

1000000=n , 0001.0=p ,  100=np , 10≈npq ,

(1) )167( ≥ξP 







××

×−Φ−=
9999.00001.01000000

0001.010000001671 )7.6(1 Φ−= 0≈ ;

(2) 保险公司年利润不少于 2700000, 则 77
30000

27000005000000 ≈−<ξ ,

)770( <≤ ξP 







××

×−Φ−







××

×−Φ=
9999.00001.01000000

0001.010000000
9999.00001.01000000

0001.0100000077

)3.2(−Φ= 011.0≈ .

    7. 一个复杂的系统, 由 100个互相独立起作用的部件所组成. 在运行时, 每

一个部件损坏的概率为 0.1, 为了使整个系统起作用, 至少需要 90个部件工作,

求整个系统能工作的概率.

    【解】设故障元件数为ξ， )1.0,100(~ Bξ ， )100( <≤ ξP )(
9

0
iP

i
==∑

=

ξ ，

101.0100 =×== npEξ ， 9=npq ，

)100( <≤ ξP = 





 −Φ−






 −Φ

3
100

3
1010

 )33.3()0( −Φ−Φ=  5.0=

    8. 设某车间有 400台同类型的机器，每台的电功率为Q瓦。设每台机器开动

时间为总工作时间的
4
3
，且每台机器的开与停是相互独立的。为了保证以 0.99的

概率有足够的电力，问该车间至少要供应多大的电功率.

    【解】设需供应 k Q瓦电, 由于 99.0)33.2( =Φ , 于是 99.0

4
1

4
3400

4
3400

=


















⋅⋅

×−
Φ

k
,

33.2

4
1

4
3400

4
3400
=

⋅⋅

×−k
, 18.320≈k , 即需供应 Q321 瓦功率的电.
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    9. 一加法器同时收到 20个噪声电压 kV )20,,2,1( L=k . 设它们是相互独立的随

机变量，且都服从 (0,10) 上的均匀分布. 记 ∑
=

=
20

1k
kVV ，求 105>V 的概率.

    【解】 5=kEV , 
3
25

12
100 ==kDV ,

∑
=

=
20

1k
kVV 








3
500,100~ N


















−Φ−=

3
500

1001051

)387.0(1 Φ−= 352.06548.01 =−= .

    10. 设ξ为袋装茶叶每一袋的净重, 已知 100)( =ξE g, 10)( =ξD g, 一大盒

内有 200袋, 求一大盒的净重大于 4.20 kg的概率.

【解】 100=iEξ , 1001022 === iDξσ , 一大盒的平均净重 ∑
=

=
200

1200
1

i
iξξ ,

 100=ξE , 
2
1

200
200

2 =
×

= iD
D

ξξ , 于是 )1(),~ N
D

E
ξ
ξξη −= , 得

)102(
200

20400 >=





 > ξξ PP =













 −>−
5.0
100102

ξ
ξξ

D
EP

)828.2( >= ηP )828.2(1 0Φ−= 0023.09977.01 =−= .

    11. 某个单位设置一电话总机，共有 200架分机，设每个电话分机有 5 % 的

时间要使用外线通话, 假定每个分机是否使用外线通话是相互独立的, 问总机要

多少外线才能以 90 %的概率保证每个分机要使用外线时可供使用.
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    【解】设




=
个分机不用外线第

个分机要用外线第

i
i

X i ,0
,1

, 05.0)1( ==iXP ,

05.095.0,05.0 ×== ii DXEX ,  设 X 为同时向总机要外线的分机台数, X ∑
=

=
200

1i
iX ,

X 服从参数为 )05.0,(n 的二项分布, 又设总机有外线数 x , 于是

9.0
95.005.0200

05.0200
95.005.0200

05.0200 =







××

×−<
××

×− xXP , 9.0
5.9
10 =







 −Φ x
,

 128.0
5.9
10 ≈−k

, 08.310 +=x , 取 14=x 就可以了, 总机要14根外线才能以 90 %

的概率保证每个分机要使用外线时可供使用.

    12. 假设 nξξξ ,,, 21 K  独立同分布，且已知 k
k
iE αξ =)(  )4,3,2,1( =k ,  证明当

n充分大时，随机变量 ∑
=

=
n

i
in n 1

21 ξη 近似服从正态分布，并指出其分布中的参数．

    【解】记 2
ii ξς = , 则 nii ,,2,1, K=ς 独立同分布,

 2
2 αξς == ii EE , 2

24
2422 )()( ααςξςςς −=−=−= iiiii EEEED ,

于是根据中心极限定理,

)(lim

1

11 xx

D

E

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n
Φ=





















<

















−

∑

∑∑

=

==

∞→

ς

ςς
,

即

( ) )(lim
2
24

2
1

2

xx
n

n
n

i
i

n
Φ=



















<
−

−∑
=

∞→ αα

αξ
,

即

( )
)(

1
lim

2
24

2 xx

n

n

n
Φ=



















<
−

−
∞→

αα

αη
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所以当 n充分大时, 有

( )
)1,0(~

1 2
24

2 N

n

n

αα

αη

−

−
, 或 ( )






 − 2

242
1,~ αααη
n

Nn .


