 曲线积分与曲面积分

习题 11-1

设在
[image: image1.wmf]xOy

面内有一分布着质量的曲线弧L，在点（x,y）处它的线密度为
[image: image2.wmf]m

（x,y）。用对弧长的曲线积分分别表达：

这曲线弧对x轴,对y轴的转动惯量
[image: image3.wmf]x

I

,
[image: image4.wmf]y

I


这曲线弧的质心坐标
[image: image5.wmf]x

,
[image: image6.wmf]y


利用对弧长的曲线积分的定义证明性质3

计算下列对弧长的曲线积分：


[image: image7.wmf]22

(xy)

n

L

ds
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，其中L为圆周
[image: image8.wmf]xcost,ysin(0t2)
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[image: image9.wmf](xy)ds

L

+

ò

，其中L为连接（1,0）及（0,1）两点的直线段


[image: image10.wmf]x

L

ds

ò

Ñ

，其中L为由直线y=x及抛物线
[image: image11.wmf]2

yx

=

所围成的区域的整个边界


[image: image12.wmf]22

xy

L

eds

+

ò

Ñ

，其中L为圆周
[image: image13.wmf]222

xya

+=

，直线y=x及x轴在第一象限内所围成的扇形的整个边界


[image: image14.wmf]222

1

ds

xyz

G

++

ò

，其中
[image: image15.wmf]G

为曲线
[image: image16.wmf]cos,sin,

ttt

xetyetze

===

上相应于t从0变到2的这段弧


[image: image17.wmf]2

xyzds

G

ò

，其中
[image: image18.wmf]G

为折线ABCD，这里A,B,C,D依次为点（0,0,0），（0,0,2），（1,0,2），（1,3,2）


[image: image19.wmf]2

L

yds

ò

，，其中L为摆线的一拱
[image: image20.wmf](tsin),y(1cos)(0t2)
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[image: image21.wmf]22

(x)ds

L

y
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，其中L为曲线
[image: image22.wmf](cossin),y(sincos)(0t2)

xatttattt
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求半径为ａ，中心角为
[image: image23.wmf]2

j

的均匀圆弧（线密度
[image: image24.wmf]1

m

=

）的质心

设螺旋形弹簧一圈的方程为
[image: image25.wmf]cos,sin,

xatyatzkt

===

，其中
[image: image26.wmf]02

t

p

££

，它的线密度
[image: image27.wmf]222

(x,y,z)xyz

r

=++

．求：

它关于ｚ轴的转动惯量
[image: image28.wmf]z

I


它的质心。

习题 11-2

1.设L为
[image: image29.wmf]xOy

面内直线
[image: image30.wmf]xa

=

上的一段，证明：
                       
[image: image31.wmf](x,y)dx0

L

P

=

ò


设L为
[image: image32.wmf]xOy

面内x轴上从点（a,0）到点（b,0）的一段直线，证明：

                       
[image: image33.wmf](x,y)dx(x,0)dx

b

La

PP
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òò


计算下列对坐标的积分：


[image: image34.wmf]22

(xy)

L

dx

-

ò

，其中L是抛物线
[image: image35.wmf]2

yx

=

上从点（0,0）到点（2,4）的一段弧


[image: image36.wmf]L

xydx

ò

Ñ

，其中L为圆周
[image: image37.wmf]222

(x)a

aya
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（

>0

）

及x轴所围成的在第一象限内的区域的整个边界（按逆时针方向绕行）


[image: image38.wmf]L

ydxxdy

+

ò

，其中L为圆周
[image: image39.wmf]cos,sin

xRtyRt

==

上对应t从0到
[image: image40.wmf]2

p

的一段弧

[image: image41.wmf]22

(xy)dx(xy)dy

L

xy

+--

+

ò

，其中L为圆周
[image: image42.wmf]222

+y

xa

=

（按逆时针方向绕行）


[image: image43.wmf]2

x

dxzdyydz

G
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，其中
[image: image44.wmf]G

为曲线
[image: image45.wmf]cos,sin

xkyaza

q,qq

===

上对应
[image: image46.wmf]q

从0到
[image: image47.wmf]p

的一段弧

[image: image48.wmf](xy1)dz

xdxydy

G

+++-

ò

，其中
[image: image49.wmf]G

是从点（1,1,1）到点（2,3,4）的一段直线

[image: image50.wmf]+y

dxdydz

G

-

ò
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，其中
[image: image51.wmf]G

为有向闭折线ABCD，这里的A,B,C依次为点(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)

[image: image52.wmf]22

(x2xy)dx(y2xy)dy

L

-+-

ò

，其中L是抛物线
[image: image53.wmf]2

yx

=

上从点（-1,1）到点（1,1）的一段弧

计算
[image: image54.wmf](xy)dx(yx)dy

L

++-

ò

，其中L是：

抛物线
[image: image55.wmf]2

yx

=

上从点（1,1）到点（4,2）的一段弧

从点（1,1）到点（4,2）的直线段

先沿直线从点（1,1）到点（1,2），然后再沿直线到点（4,2）的折线

曲线
[image: image56.wmf]22

21,1

xttyt

=++=+

上从点（1,1）到点（4,2）的一段弧

一力场由沿横轴正方向的恒力F所构成，试求当一质量为m的质点沿圆周
[image: image57.wmf]222

xyR

+=

按逆时针方向移过位于第一象限的那一段弧时场力所做的功

设z轴与动力的方向一致，求质量为m的质点从位置（x,y,z）沿直线移到（x,y,z）时重力所做的功

把对坐标的曲线积分
[image: image58.wmf](x,y)dxQ(x,y)dy

L

P

+

ò

化成对弧长的积分曲线，其中L为：
在
[image: image59.wmf]xOy

面内沿直线从点（0,0）到点（1,1）

沿抛物线
[image: image60.wmf]2

yx

=

从点（0,0）到点（1,1）

沿上半圆周
[image: image61.wmf]22

2

xyx
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从点（0,0）到点（1,1）

设
[image: image62.wmf]G

为曲线
[image: image63.wmf]23

,,

xtytzt

===

上相应于t从0变到1的曲线弧，把对坐标的曲线积分
[image: image64.wmf]PdxQdyRdz

G
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ò

化成对弧长的曲线积分

习题 11-3

计算下列曲线积分，并验证格林公式的正确性：


[image: image65.wmf]22

(2xyx)dx(xy)dy
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，其中L
是由抛物线
[image: image66.wmf]2
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=

和
[image: image67.wmf]2
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所围成的区域的正向边界曲线


[image: image68.wmf]222

(xxy)dx(y2xy)dy
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，其中L是四个顶点分别为（0,0），（2,0），（2,2），（0,2）的正方形区域的正想边界
利用曲线积分，求下列曲线所围成的图形的面积

星形线
[image: image69.wmf]33

cos,sin

xatyat
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椭圆
[image: image70.wmf]22
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圆
[image: image71.wmf]22
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计算曲线积分
[image: image72.wmf]22

ydx

2(xy)

L

xdy
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，其中L为圆周
[image: image73.wmf]22

(x1)2

y
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，L的方向为逆时针方向

证明下列曲线积分在整个
[image: image74.wmf]xOy

面内与路径无关，并计算积分值
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[image: image76.wmf](3,4)
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[image: image77.wmf](2,1)
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(2xyy3)dx(x4xy)dy
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利用格林公式，计算下列曲线积分：


[image: image78.wmf](2xy4)dx(5y3x6)dy

L
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，其中L为三顶点分别为（0,0），（3,0）和（3,2）的三角形正向边界；


[image: image79.wmf]222

(cos2sin)(xsinx2ye)dy
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，其中L为正向星形线
[image: image80.wmf]222
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[image: image81.wmf]3222

(2xyycosx)(12ysinx3xy)dy

L

dx
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，其中L为在抛物线
[image: image82.wmf]2

2

xy

p
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上由点（0,0）到（
[image: image83.wmf]2

p

，1）的一段弧

[image: image84.wmf]22

(xy)dx(xsiny)dy

L

--+

ò

，其中L是在圆周
[image: image85.wmf]2

2

yxx
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上由点（0,0）到点（1,1）的一段弧
验证下列
[image: image86.wmf](x,y)dx(x,y)dy

PQ
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在整个
[image: image87.wmf]xOy

平面内是某一函数u(x,y)的全微分，并求这样的一个u(x,y)：


[image: image88.wmf](2)(2)
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[image: image89.wmf]2

2

xydxxdy

+



[image: image90.wmf]4sinsin3cos3cos3cos2
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[image: image91.wmf]2232
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xyxydxxxyyedy

++++



[image: image92.wmf]22

(2coscos)(2sinsin)

xyyxdxyxxydy
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设有一变力在坐标轴上的投影为
[image: image93.wmf]2

,28

XxyYxy

=+=-

，这变力确定了一个力场。证明质点在此场内移动时，场力所做的功与路径无关。


[image: image94.wmf]8

*

.判断下列方程中哪些是全微分方程？对于全微分方程，求出它的通解。


[image: image95.wmf]2222
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[image: image96.wmf]222
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[image: image97.wmf](xe2y)dy0
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[image: image98.wmf](xcosycosx)yysinxsiny0
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[image: image99.wmf]2
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[image: image100.wmf]2
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[image: image101.wmf]22

(1)d2e0

ed

qq

rrq

++=



[image: image102.wmf]22

(xy)dxxydy0
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确定常数
[image: image103.wmf]l

，使在右半平面x>0上的向量
[image: image104.wmf]42242

(x,y)2xy(xy)(xy)

Aixj

ll
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为某二元函数u（x,y）的梯度，并求u(x,y)

习题 11-4

设有一分布着质量的曲面
[image: image105.wmf]å

，在点（x,y,z）处它的面密度为
[image: image106.wmf]m

（x,y,z）,用对面积的曲面积分表示这曲面对于x轴的转动惯量

按对面积的曲面积分的定义证明公式

                         
[image: image107.wmf]12
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其中
[image: image108.wmf]å

是由
[image: image109.wmf]1
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和
[image: image110.wmf]2
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组成的

当
[image: image111.wmf]å

是
[image: image112.wmf]xOy

面内的一个闭区域时，曲面积分
[image: image113.wmf](x,y,z)dS

f
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与二重积分有什么关系？

计算曲面积分
[image: image114.wmf](x,y,z)dS
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，其中
[image: image115.wmf]å

为抛物面
[image: image116.wmf]22
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在
[image: image117.wmf]xOy

面上方的部分，
[image: image118.wmf](x,y,z)

f

分别如下：

[image: image119.wmf](x,y,z)1
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[image: image124.wmf]222
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计算下列对面积的曲面积分：
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[image: image127.wmf]2222
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[image: image129.wmf]22

1

z(xy)(0z1)=z

2

m

=+££

求

抛

物

面

壳

的

质

量

，

此

壳

的

面

密

度

为


8.
[image: image130.wmf]2222

0

x+y+z=a(z0)z

m

³

求

面

密

度

为

的

均

匀

半

球

壳

对

于

轴

的

转

动

惯

量


习题 11-5

按对坐标的曲线面积的定义证明公式

          
[image: image131.wmf]1212
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2.
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3.计算下列对坐标的曲面积分：

（1）
[image: image133.wmf]222222
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（2）
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（4）
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4.把对坐标的曲面积分
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化成对面积的曲面积分其中
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习题 11-6

利用高斯公式计算曲面积分：


[image: image140.wmf]222
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，其中
[image: image141.wmf]å

为平面x=0,y=0,z=0,x=a,y=a,z=a所围成的立体的表面的外侧


[image: image142.wmf]333
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，其中
[image: image143.wmf]å

为球面
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(xyz)(2xyyz)

xzdydzdzdxdxdy

å

+-++

òò

Ò

，其中
[image: image146.wmf]å

为上半球体
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[image: image148.wmf]yz
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，其中
[image: image149.wmf]å

是界于z=0和z=3之间的圆柱体
[image: image150.wmf]22
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的整个表面的外侧


[image: image151.wmf]2
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，其中
[image: image152.wmf]å

是平面x=0,y=0,z=0,x=1,y=1,z=1所围成的立方体的全表面的外侧

求下列向量A穿过曲面
[image: image153.wmf]å

流向指定侧的通量：


[image: image154.wmf]Ayzixzjxyk
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，
[image: image155.wmf]å

为圆柱
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的全表面，流向外侧


[image: image157.wmf]22
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，
[image: image158.wmf]å

为立方体
[image: image159.wmf]0,0,0
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的全表面，流向外侧


[image: image160.wmf]2
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，
[image: image161.wmf]å

是以点（3，-1,2）为球心，半径R=3的球面，流向外侧

求下列向量场A的散度：
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[image: image163.wmf]2
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[image: image164.wmf]2
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设u(x,y,z),v(x,y,z)是两个定义在闭区域
[image: image165.wmf]W

上的具有二阶连续偏导数的函数，
[image: image166.wmf]u
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,
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¶

依次表示u(x,y,z),v(x,y,z)沿
[image: image168.wmf]å

的外法线方向的方向导数。证明
[image: image169.wmf](u)dxdydz(u)ds
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，

其中
[image: image170.wmf]å

是空间闭区域
[image: image171.wmf]W

的整个边界曲面，这个公式叫做格林第二公式。

利用高斯公式推证阿基米德原理，浸没在液体中的物体所受液体的压力的合力（即浮力）的方向沿铅直向上，其大小等于这物体所排开的液体的重力

习题 11-7
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利用斯托克斯公式，计算下列曲线积分：


[image: image173.wmf]ydx
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，其中
[image: image174.wmf]G

为圆周
[image: image175.wmf]2222

=,0

xyzaxyz

++++=

，若从x轴的正向看去，这圆周是取逆时针方向


[image: image176.wmf](yz)dx(zx)dy(xy)dz
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，其中
[image: image177.wmf]G

为

椭圆
[image: image178.wmf],1(a0,b0)
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，若从x轴的正向看去，这圆周是取逆时针方向


[image: image179.wmf]2
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，其中
[image: image180.wmf]G

为圆周
[image: image181.wmf]22
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，若从z轴的正向看去，这圆周是取逆时针方向


[image: image182.wmf]2
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，其中
[image: image183.wmf]G

为圆周
[image: image184.wmf]222
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，若从x轴的正向看去，这圆周是取逆时针方向

求下列向量场A的旋度：


[image: image185.wmf](2z3y)i(3xz)j(y2x)k
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[image: image186.wmf](zsiny)i(zxcosy)j
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[image: image187.wmf]22
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利用斯托克斯公式把曲面积分
[image: image188.wmf]rotAnds
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化为曲线积分，并计算积分值，其中A，
[image: image189.wmf]å

及n分别如下：


[image: image190.wmf]2
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，为上半球面
[image: image191.wmf]22
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的上侧，n是
[image: image192.wmf]å

的单位法向量


[image: image193.wmf](yz)iyzjxzk
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，
[image: image194.wmf]å

为立方体
[image: image195.wmf]{(x,y,z)02,02,02}
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的表面外侧去掉
[image: image196.wmf]xOy

面上的那个底面，n是
[image: image197.wmf]å

的单位法向量

求下列向量场A沿闭曲线
[image: image198.wmf]G

（从z轴正向看
[image: image199.wmf]G

依逆时针方向）的环流量


[image: image200.wmf]Ayixjck
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（c为常量），
[image: image201.wmf]G

为圆周
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[image: image203.wmf]32

(xz)i+(xyz)j3xyk
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，其中
[image: image204.wmf]G

为圆周
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证明
[image: image206.wmf](ab)rotarotb
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设
[image: image207.wmf](x,y,z)
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具有二阶连续偏导数，求
[image: image208.wmf]rot(gradu)


总习题十一

填空

第二类曲线积分
[image: image209.wmf]PdxQdyRdz
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化成第一类曲线积分是————，其中
[image: image210.wmf]a

，
[image: image211.wmf]b

，
[image: image212.wmf]g

为有向曲线弧
[image: image213.wmf]G

在点（x,y,z）处的—————的方向角

第二类曲线积分
[image: image214.wmf]PdydzQdzdxRdxdy
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化成第一类曲线积分是————，其中
[image: image215.wmf]a

，
[image: image216.wmf]b

，
[image: image217.wmf]g

为有向曲面
[image: image218.wmf]å

在点（x,y,z）处的—————的方向角

选择下述题中给出的四个结论中一个正确的结论：

设曲面
[image: image219.wmf]å

是上半球面：
[image: image220.wmf]2222
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，曲面
[image: image221.wmf]1
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是曲面
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在第一卦限中的部分，则有——————。
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计算下列曲线积分：
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[image: image229.wmf]zds
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，其中
[image: image230.wmf]G

为曲线
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[image: image232.wmf](2ay)dxxdy
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，其中L为摆线
[image: image233.wmf](sin),(1cos)
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上对应t从0到
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，其中是曲线
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到
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[image: image239.wmf](esiny2y)(ecosy2)dy

xx

L

dx

-+-

ò

，其中L为上半圆周
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沿逆时针方向
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，其中
[image: image242.wmf]G

是用平面y=z截球面
[image: image243.wmf]222
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所得的截痕，从z轴的正向看去，沿逆时针方向

计算下列曲面积分：
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，其中
[image: image245.wmf]å

是界于z=0及z=H之间的圆柱面
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[image: image247.wmf]222
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其中
[image: image248.wmf]å

为锥面
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[image: image250.wmf]xdydzydzdxzdxdy
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，其中
[image: image251.wmf]å

为半球面
[image: image252.wmf]222
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[image: image253.wmf]xyzdxdy
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，其中
[image: image254.wmf]å

为球面
[image: image255.wmf]222

1(x0,y0)

xyz

++=³

?

的外侧

证明：
[image: image256.wmf]22
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在整个
[image: image257.wmf]xOy

平面除去y的负半轴及原点的区域G内是某个二元函数的全微分，并求出一个这样的二元函数。

设在半平面x>0内有力
[image: image258.wmf]3
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构成力场，其中k为常数，
[image: image259.wmf]22
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。证明在此力场中场力所做的功与所取的路径无关。

设函数f(x)在
[image: image260.wmf](,)
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内具有一阶连续导数，L是上半球面（y>0）内的有向分段光华曲线，其起点为（a,b），终点为（c,d）。

          记
[image: image261.wmf]22
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证明曲线积分I与路径积分

当ab=cd时，求I的值

求均匀曲面
[image: image262.wmf]222

z

axy
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的质心的坐标

设u(x,y),v(x,y)在闭区域D上都具有二阶连续偏导数，分段光滑的曲线L为D的正向边界曲线，证明：
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其中
[image: image265.wmf]n
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[image: image266.wmf]n
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分别是u,v沿L的外法线向量n的方向导数，符号
[image: image267.wmf]22
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称二维拉普拉斯算子

求向量
[image: image268.wmf]=xi
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通过闭区域
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的边界曲面流向外侧的通量

求力
[image: image270.wmf]Fyizjxk
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沿有向闭曲线
[image: image271.wmf]G

所做的功，其中为平面
[image: image272.wmf]1
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被三个坐标面所截成的三角形的整个边界，从z轴正向看去，沿顺时针方向。
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