第八章   多元函数微分法及其应用

第一节   多元函数的基本概念

本节主要概念，定理，公式和重要结论
理解多元函数的概念，会表达函数，会求定义域；

理解二重极限概念，注意
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以任何方式趋于
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注意理解本节中相关概念与一元函数中相应内容的区分与联系。

习题   8－1

1.求下列函数表达式:
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2.求下列函数的定义域，并绘出定义域的图形:
(1)
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3.求下列极限:
(1)
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解一：
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解二：
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解一：
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解二：
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4.证明下列函数当
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5.下列函数在何处是间断的?
(1) 
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第二节  偏导数

本节主要概念，定理，公式和重要结论
1.偏导数：设
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称为偏导函数，简称偏导数.求
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2.高阶偏导数
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的偏导数称为二阶偏导数，二阶偏导数的偏导数称为三阶偏导数，如此类推. 二阶偏导数依求导次序不同，有如下4个：


[image: image55.wmf]x

y

z

y

x

z

y

z

x

z

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

2

2

2

2

2

2

,

,

,

，其中后两个称为混合偏导数.

若两个混合偏导数皆为连续函数，则它们相等，即可交换求偏导数的次序.高阶混合偏导数也有类似结果.
习题  8－2

1.求下列函数的一阶偏导数:
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2.求下列函数在指定点处的一阶偏导数:
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3.求下列函数的高阶偏导数:
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5.设
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第三节   全微分

本节主要概念，定理，公式和重要结论
1.全微分的定义

若函数
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3.可微的充分条件：若
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  注：以上定义和充分条件、必要条件均可推广至多元函数。
习题    8－3

1.求下列函数的全微分
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2.求函数
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4.研究函数
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所以
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6.已知边长
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第四节 多元复合函数的求导法则

本节主要概念，定理，公式和重要结论
复合函数的求导法则（链式法则）如下：

1.设
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2.推广：

(1)多个中间变量：设
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(2)只有一个中间变量：设
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(3)只有一个自变量：设
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习题8－4

1.求下列复合函数的一阶导数
(1)
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[image: image216.wmf]222

ddd()cossin

ddd111

axaxax

uuuyuzaeyzeaxex

xxyxzxaaa

¶¶¶-

=++=++

¶¶¶+++



[image: image217.wmf]22

22

(sincoscossin)(1)sinsin

11

axax

ax

ee

axaxaxxaxex

aa

=-++=+=

++


2.求下列复合函数的一阶偏导数

(1)
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3.求下列复合函数的一阶偏导数（
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5.已知
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6.设
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第五节  隐函数的求导公式

本节主要概念，定理，公式和重要结论
1.一个方程的情形

（1）若方程
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2.方程组的情形
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习题8—5

1．求下列方程所确定的隐函数
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2．求下列方程所确定的隐函数
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3．求下列方程所确定的隐函数的指定偏导数

(1)设
[image: image303.wmf]2

2

 

,

0

x

z

xyz

e

z

¶

¶

=

-

求


解：
[image: image304.wmf]0dddd0()ddd

zzz

exyzezyzxxzyxyzexyzyzxxzy

-=Þ---=Þ-=+



[image: image305.wmf],

zz

zyzzxz

xexyyexy

¶¶

==

¶-¶-



[image: image306.wmf]2

2222

(1)

()(1)

()()()

z

zz

z

zzz

xz

zzz

zezy

zeyzezy

z

exy

xxx

yyy

xexyexyexy

¶¶¶

-+

---+

¶

-

¶¶¶

===

¶---



[image: image307.wmf]2222

3223

(1)

()(1)

zz

z

xxzeyexyzxyzyzy

yz

exyxyz

-+--+-

==

--


(2)设
[image: image308.wmf]y

x

z

a

xyz

z

¶

¶

¶

=

-

2

3

3

 

,

3

求

 

解：
[image: image309.wmf]3322

33d3(ddd)0()ddd

zxyzazzyzxxzyxyzzxyzyzxxzy

-=Þ---=Þ-=+



[image: image310.wmf]22

,

zyzzxz

xzxyyzxy

¶¶

==

¶-¶-



[image: image311.wmf]22

2

22

2222

()()(2)()()(2)

()()

zzxzxz

zyzxyyzzxzyzxyyzzx

z

yyzxyzxy

xyzxyzxy

¶¶

+---+---

¶

¶¶--

==

¶¶--



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image312.wmf]2225322

2323

[()]()[(2()]2

()()

zzxyyxzzxyyzzxzxzxyzxyzxyz

zxyzxy

-+------

==

--


(3)设
[image: image313.wmf]y

x

z

z

x

e

y

x

¶

¶

¶

=

+

+

2

 

,

1

)

sin(

求




解：
[image: image314.wmf]sin()1sin()(dd)cos()(dd)0

xyxyxy

exzexzxyexzxz

+++

+=Þ+++++=



[image: image315.wmf]cos()d[sin()cos()]dsin()d

xzzxzxzxxzy

Þ+=-+++-+



[image: image316.wmf]tan()1,tan()

zz

xzxz

xy

¶¶

=-+-=-+

¶¶



[image: image317.wmf]2

22

3

sin()

sec()sec()tan()

cos()

zzxz

xzxzxz

xyyxz

¶¶+

=-+=++=

¶¶¶+


(4)设
[image: image318.wmf]ò

¶

¶

¶

=

-

+

-

x

y

t

y

x

z

dt

e

z

z

 

 

2

 

,

0

ln

2

求


解：
[image: image319.wmf]222

 

 

1

ln0(1)ddd0

x

txy

y

zzedtzexey

z

---

+-=Þ+-+=

ò



[image: image320.wmf]22

,

11

xy

zzezze

xzyz

--

¶¶

==

¶+¶+



[image: image321.wmf]2

22

22

2

223

(1)

1

(1)(1)(1)

y

xy

xx

zz

ze

zz

zze

yy

z

ee

xyzzz

-

--

--

¶¶

+-

¶

¶¶

+

===

¶¶+++


4．设
[image: image322.wmf]3

2

z

xy

u

=

，而
[image: image323.wmf])

,

(

y

x

z

z

=

是由方程
[image: image324.wmf]xyz

z

y

x

3

2

2

2

=

+

+

所确定的隐函数，求
[image: image325.wmf])

1

,

1

,

1

(

x

u

¶

¶


解：
[image: image326.wmf]2323322

dd2d3d

uxyzuyzxxyzyxyzz

=Þ=++


又
[image: image327.wmf]222

32d2d2d3(ddd)

xyzxyzxxyyzzyzxxzyxyz

++=Þ++=++



[image: image328.wmf](1,1,1)

d|dd

zxy

=--

，
[image: image329.wmf](1,1,1)(1,1,1)

d|d2d3d|

uxyz

=++



[image: image330.wmf](1,1,1)(1,1,1)

d|d2d3d|2dd

uxyzxy

=++=--


所以
[image: image331.wmf](1,1,1)

2

u

x

¶

=-

¶


5.求由下列方程组所确定的隐函数的导数或偏导数
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第六节 多元函数微分学的几何应用

本节主要概念，定理，公式和重要结论
1.空间曲线的切线与法平面     设点
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(2)一般方程情形：若   
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法平面方程为
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2.空间曲面的切平面与法线   设点
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(1)隐式方程情形   若
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(2)显式方程情形   若
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(3)参数方程情形   若
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习题8—6

1．求曲线
[image: image381.wmf]2

,

1

,

1

t

z

t

t

y

t

t

x

=

+

=

+

=

 对应
[image: image382.wmf]1

=

t

的点处的切线和法平面方程.

解：
[image: image383.wmf]1

22

111

(,,2)|(1,,2)

(1)4

t

t

tt

t

=

=-=-

+

r


切线：
[image: image384.wmf]1
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法平面：
[image: image385.wmf]11

4(2)8(1)048

22

xyzxyz
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2．求下列曲面在指定点处的切平面与法线方程

（1）
[image: image386.wmf]3
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xy

z

e

z

，点
[image: image387.wmf])
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解：
[image: image388.wmf](2,1,0)
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切平面：
[image: image389.wmf]22(1)024

xyxy
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法线：
[image: image390.wmf]21
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（2）
[image: image391.wmf]2
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[image: image392.wmf])
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解：
[image: image393.wmf]000

00

(,,)

2222

22

2211

(,,)|(,,)

xyz

xy

xy

n

abcabc

=-=-

r


切平面：
[image: image394.wmf]00
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[image: image395.wmf]22
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即
[image: image396.wmf]000
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法线：
[image: image397.wmf]22
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3．求出曲线
[image: image398.wmf]t

z

t
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t
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3

上的点，使在该点的切线平行于平面
[image: image399.wmf]6
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.

解：设曲线
[image: image400.wmf]t
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3

在点
[image: image401.wmf](,,)|

t

xyz

的切向量为
[image: image402.wmf]2

(3,2,1)

tt

t

=

r


平面
[image: image403.wmf]6
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y

x

的法向量为
[image: image404.wmf](1,2,1)

n

=

r

，由题意可知


[image: image405.wmf]22
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所以，该点为
[image: image406.wmf]111

(,,),(1,1,1)
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4．求椭球面
[image: image407.wmf]9
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y

x

上平行于平面
[image: image408.wmf]0
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x

的切平面方程.

解：设曲面
[image: image409.wmf]9
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x

在点
[image: image410.wmf]000

(,,)

xyz

处的法向量为
[image: image411.wmf]n

r

，则


[image: image412.wmf]000

(3,,)
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，由题意可知，
[image: image413.wmf]000

3
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令
[image: image414.wmf]000

000
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xyz

t

txytzt
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，又
[image: image415.wmf]222
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xyz

++=

，所以


[image: image416.wmf]2
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，代入得


[image: image417.wmf]000
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所以切平面方程为
[image: image418.wmf]313333

3(3)3(3)3(3)0

442244

xyz

--++-=


或
[image: image419.wmf]313333

3(3)3(3)3(3)0

442244

xyz

-++--+=


即
[image: image420.wmf]2430

xyz

-+-=

或
[image: image421.wmf]2430

xyz
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5．试证曲面
[image: image422.wmf]1

=

+

+

z

y

x

上任何点处的切平面在各坐标轴上的截距之和等于1.

证明：设
[image: image423.wmf](,,)

Pxyz

为曲面
[image: image424.wmf]1
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z

y

x

上任一点，则曲面在该点处的法向量为


[image: image425.wmf]111
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n
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，那么切平面的方程为
[image: image426.wmf]111
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XxYyZz
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即
[image: image427.wmf]111

1

XYZxyz
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，该平面在三个坐标轴上的截距为


[image: image428.wmf],,

xyz

，故
[image: image429.wmf]1
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6．求曲线
[image: image430.wmf]x
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2

在点
[image: image431.wmf])
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y
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处的切线和法平面方程.

解：曲线
[image: image432.wmf]x
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2

在点
[image: image433.wmf])
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y

x

处的切向量为
[image: image434.wmf]00

1
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m
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所以切线的方程为
[image: image435.wmf]00000
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法平面为
[image: image436.wmf]000
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，即
[image: image437.wmf]0
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第七节   方向导数与梯度

本节主要概念，定理，公式和重要结论
1.方向导数

(1)定义  设
[image: image438.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

在点
[image: image439.wmf])

,

(

y

x

P

的某邻域内有定义，
[image: image440.wmf]l

是任一非零向量，
[image: image441.wmf])

,

(

b

a

l

=

e

 ，则
[image: image442.wmf])

,

(

y

x

f

在点
[image: image443.wmf]P

处沿
[image: image444.wmf]l

的方向导数定义为


[image: image445.wmf]t

y

x

f
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y
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f
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t
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,

(
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[image: image446.wmf]l

f

¶

¶

表示函数
[image: image447.wmf])

,

(

y

x

f

在点
[image: image448.wmf]P

处沿方向
[image: image449.wmf]l

的变化率.

(2)计算公式

若
[image: image450.wmf])

,

(

y

x

f

在点
[image: image451.wmf])

,

(

y

x

P

处可微，则对任一单位向量
[image: image452.wmf])

,

(

b

a

l

=

e

，有


[image: image453.wmf]b

y

x

f

a

y

x

f

l

f
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x
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,
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¶

（此也为方向导数存在的充分条件）.

2.梯度

(1)定义  设
[image: image454.wmf])

1
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)

,

(

C

y

x

f

Î

，则梯度grad
[image: image455.wmf])

,

(

y

x

f

为下式定义的向量：

grad
[image: image456.wmf])

,

(

y

x

f

（或
[image: image457.wmf])

,

(

y

x

f

Ñ

）
[image: image458.wmf]))

,

(

),

,

(

(

y

x

f

y

x

f

y

x

=

.
(2)方向导数与梯度的关系


[image: image459.wmf]l
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f
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f

e

×
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(3)梯度的特征刻画

梯度是这样的一个向量，其方向为
[image: image460.wmf])

,

(

y

x

f

在点
[image: image461.wmf])

,

(

y

x

P

处增长率最大的一个方向；其模等于最大增长率的值.

习题8—7

1．求下列函数在指定点
[image: image462.wmf]0

M

处沿指定方向
[image: image463.wmf]l

的方向导数

(1)
[image: image464.wmf]l
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2
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M
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x

z
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=

为从点（1，2）到点（2，2+
[image: image465.wmf]3

）的方向

解：方向
[image: image466.wmf]l

为
[image: image467.wmf]13
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，而
[image: image468.wmf](1,2)(1,2)
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所以
[image: image469.wmf](1,2)(1,2)(1,2)
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(2)
[image: image470.wmf])
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解：
[image: image471.wmf]333
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[image: image472.wmf](1,2,2)(1,2,2)(1,2,2)(1,2,2)
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而
[image: image473.wmf]2222
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所以
[image: image474.wmf](1,2,2)
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2．求函数
[image: image475.wmf])

ln(

y

x

z

+

=

在抛物线
[image: image476.wmf]x

y

4

2

=

上点（1，2）处，沿着这抛物线在该点处偏向
[image: image477.wmf]x


轴正向的切线方向的方向导数.

解：抛物线
[image: image478.wmf]x

y

4

2

=

在点
[image: image479.wmf](1,2)

处的切向量为
[image: image480.wmf](1,2)
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[image: image481.wmf](1,2)(1,2)(1,2)
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3．求函数
[image: image482.wmf]xyz
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xy

u
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 在点
[image: image483.wmf])
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1
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处沿方向角为
[image: image484.wmf]3

,

4

,

3

p

g

p

b

p
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的方向的方向导数.
解：
[image: image485.wmf](1,1,2)(1,1,2)(1,1,2)(1,1,2)
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[image: image486.wmf]22
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image487.wmf]111

5
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4．设
[image: image488.wmf])

,

(

y

x

f

具有一阶连续的偏导数，已给四个点
[image: image489.wmf])
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B

A

，若
[image: image490.wmf])

,

(

y

x

f

在点
[image: image491.wmf]A

处沿
[image: image492.wmf]AB

方向的方向导数等于3，而沿
[image: image493.wmf]AC

方向的方向导数等于26，求
[image: image494.wmf])

,

(

y

x

f

在点
[image: image495.wmf]A

处沿
[image: image496.wmf]AD

方向的方向导数.

解：
[image: image497.wmf]512
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[image: image498.wmf](,)
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[image: image499.wmf](,)
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所以
[image: image500.wmf](,)5122
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5．设
[image: image501.wmf]z
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，求grad
[image: image502.wmf])
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及grad
[image: image503.wmf])
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解：
[image: image504.wmf](0,0,0)
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[image: image505.wmf](1,1,1)

grad(1,1,1)(23,42,66)|(6,3,0)
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6．问函数
[image: image506.wmf]z
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u
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=

在点
[image: image507.wmf])
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1
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P

处沿什么方向的方向导数最大？并求此方向导数的最大值.

解：沿梯度方向的方向的方向导数最大


[image: image508.wmf]22
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[image: image509.wmf]||grad(1,2,2)|64641612
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第八节  多元函数的极值及其求法

本节主要概念，定理，公式和重要结论
1.极大（小）值问题

必要条件.  若
[image: image510.wmf])

,

(

y

x

f

在点
[image: image511.wmf])

,

(

0

0

y

x

有极值且可偏导，则


[image: image512.wmf]0

)

,
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)

,
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0
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=

y

x

f

y
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x

.

使偏导数等于零的点
[image: image513.wmf])

,

(

0

0

y

x

称为
[image: image514.wmf]f

的驻点（或稳定点）.驻点与不可偏导点都是可疑极值点，还须用充分条件检验.

充分条件.  设
[image: image515.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

在区域
[image: image516.wmf]D

内是
[image: image517.wmf])

2

(

C

类函数，驻点
[image: image518.wmf]D
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[image: image519.wmf],
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（1）当
[image: image520.wmf]0
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时，
[image: image521.wmf])

,

(

0

0

y

x

f

是极值，且
[image: image522.wmf])
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A

是极小（大）值；

（2）当
[image: image523.wmf]0

<

D

时，
[image: image524.wmf])

,

(

0

0

y

x

f

不是极值；

（3）当
[image: image525.wmf]0

=

D

时，还需另作判别.

2.最大（小）值问题

首先找出
[image: image526.wmf])

,

(

y

x

f

在
[image: image527.wmf]D

上的全部可疑极值点（设为有限个），算出它们的函数值，并与
[image: image528.wmf]D

的边界上
[image: image529.wmf]f

的最大.最小值进行比较，其中最大、最小者即为
[image: image530.wmf]f

在
[image: image531.wmf]D

上的最大、最小值.

对于应用问题，若根据问题的实际意义，知目标函数
[image: image532.wmf])

,

(

y

x

f

在
[image: image533.wmf]D

内一定达到最大（小）值，而在
[image: image534.wmf]D

内
[image: image535.wmf])

,

(

y

x

f

的可疑极值点唯一时，无须判别，可直接下结论：该点的函数值即为
[image: image536.wmf]f

在
[image: image537.wmf]D

内的最大（小）值.

3.条件极值（拉格朗日乘子法）

求目标函数
[image: image538.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

在约束方程
[image: image539.wmf]0
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下的条件极值，先作拉格朗日函数







[image: image540.wmf])
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然后解方程组
[image: image541.wmf]0
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，则可求得可疑极值点
[image: image542.wmf])
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.

对于二元以上的函数和多个约束条件，方法是类似的。

习题  8—8

1．求下列函数的极值
（1）
[image: image543.wmf])
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解：
[image: image544.wmf]22222
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[image: image545.wmf]22
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[image: image546.wmf]2
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故
[image: image548.wmf](,)
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在
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处取得极大值
[image: image550.wmf]111
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（2）
[image: image551.wmf]2
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可疑极值点有四个，即
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2．求下列函数在约束方程下的最大值与最小值
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解：令
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解：令
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所以当直角三角形的两直角边
[image: image577.wmf]2

2

xyl

==

时，该直角三角形的周长最大，且为


[image: image578.wmf](12)

sxyll

=++=+


4．求两曲面
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6．求表面积为1500cm2，全部棱长之和为200cm的长方体体积的最大值和最小值.

解：设长方体的三条棱长分别为
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7．抛物面
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习题9(1

    1( 设有一平面薄板(不计其厚度)( 占有xOy面上的闭区域D( 薄板上分布有密度为( (((x( y)的电荷( 且((x( y)在D上连续( 试用二重积分表达该板上全部电荷Q( 

    解 板上的全部电荷应等于电荷的面密度((x( y)在该板所占闭区域D上的二重积分
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    解  I1表示由曲面z((x2(y2)3与平面x((1( y((2以及z(0围成的立体V的体积( 
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    16( 设平面薄片所占的闭区域D由螺线((2(上一段弧(
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    17( 求由平面y(0( y(kx(k>0)( z(0以及球心在原点、半径为R的上半球面所围成的在第一卦限内的立体的体积( 
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    18( 计算以xOy平面上圆域x2(y2(ax围成的闭区域为底( 而以曲面z(x2(y2为顶的曲顶柱体的体积( 

    解 曲顶柱体在xOy面上的投影区域为D({(x( y)|x2(y2(ax}( 

    在极坐标下
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    13( 球心在原点、半径为R的球体( 在其上任意一点的密度的大小与这点到球心的距离成正比( 求这球体的质量( 
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习题9(4

    1( 求球面x2(y2(z2(a2含在圆柱面x2(y2(ax内部的那部分面积( 

    解 位于柱面内的部分球面有两块( 其面积是相同的( 
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    4( 设薄片所占的闭区域D如下( 求均匀薄片的质心( 
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所求质心为
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    (2)D是半椭圆形闭区域
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    解 令密度为((1( 因为闭区域D对称于y轴( 所以
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  所求质心为
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所求质心是
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    5( 设平面薄片所占的闭区域D由抛物线y(x2及直线y(x所围成( 它在点(x( y)处的面密度((x( y)(x2y( 求该薄片的质心(
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质心坐标为
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    6( 设有一等腰直角三角形薄片( 腰长为a( 各点处的面密度等于该点到直角顶点的距离的平方( 求这薄片的质心( 

    解 建立坐标系( 使薄片在第一象限( 且直角边在坐标轴上( 薄片上点(x( y)处的函数为((x2(y2( 由对称性可知
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薄片的质心坐标为
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    (1)z2(x2(y2( z(1( 
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所求立体的质心为
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所求立体的质心为
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    8( 设球体占有闭区域(({(x( y( z)|x2(y2(z2(2Rz}( 它在内部各点的密度的大小等于该点到坐标原点的距离的平方( 试求这球体的质心( 

    解 球体密度为((x2(y2(z2( 由对称性可知质心在z轴上( 即
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故球体的质心为
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   (3)D为矩形闭区域{(x( y)|0(x(a( 0(y(b}( 求Ix和Iy(
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    11( 一均匀物体(密度(为常量)占有的闭区域(由曲面z(x2(y2和平面z(0( |x|(a( |y|(a所围成( 
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    (2)求物体的质心( 
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    (3)求物体关于z轴的转动惯量( 
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    解 建立坐标系( 使圆柱体的底面在xOy面上( z轴通过圆柱体的轴心( 用柱面坐标计算( 
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    13( 设面密度为常量(的匀质半圆环形薄片占有闭区域
[image: image1117.wmf]}

0

 

,

|

)

0

 

,

 

,

{(

2

2

2

1

³

£

+

£

=

x

R

y

x

R

y

x

D

( 求它对位于z轴上点M0(0( 0( a)(a(0)处单位质量的质点的引力F ( 

    解 引力F((Fx( Fy( Fz )( 由对称性( Fy(0( 而
       
[image: image1118.wmf]òò

+

+

=

D

x

d

a

y

x

x

G

F

s

m

2

/

3

2

2

2

)

(


         
[image: image1119.wmf]ò

ò

-

×

+

=

2

2

2

/

3

2

2

2

2

1

)

(

cos

p

p

r

r

r

r

q

q

m

R

R

d

a

d

G


         
[image: image1120.wmf]]

[ln

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

a

R

R

a

R

R

R

a

R

R

a

R

G

+

+

+

-

+

+

+

+

=

m

( 

       
[image: image1121.wmf]òò

+

+

-

=

D

z

a

y

x

d

Ga

F

2

/

3

2

2

2

)

(

s

m



EMBED Equation.3[image: image1122.wmf]ò

ò

-

+

-

=

2

2

2

/

3

2

2

2

1

)

(

p

p

r

r

r

q

m

R

R

a

d

d

Ga


         
[image: image1123.wmf]]

1

1

[

2

2

1

2

2

2

a

R

a

R

Ga

+

-

+

=

m

p

( 
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总习题九
    1( 选择以下各题中给出的四个结论中一个正确的结论( 

    (1)设有空间闭区域
        (1({(x( y( z)|x2(y2(z2(R2( z(0}( 

        (2({(x( y( z)|x2(y2(z2(R2( x(0( y(0( z(0}( 

则有________( 
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    解 (C)( 

    提示( f(x( y( z)(x是关于x的奇函数( 它在关于yOz平面对称的区域(1上的三重积分为零( 而在(2上的三重积分不为零( 所以(A)是错的( 类似地( (B)和(D)也是错的(
    f(x( y( z)(z是关于x和y的偶函数( 它关于yOz平面和zOx面都对称的区域(1上的三重积分可以化为(1在第一卦部分(2上的三重积分的四倍( 
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    3( 交换下列二次积分的次序( 
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    证明 积分区域为
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    6( 把积分
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    7( 计算下列三重积分( 
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    8( 求平面
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    9( 在均匀的半径为R的半圆形薄片的直径上( 要接上一个一边与直径等长的同样材料的均匀矩形薄片( 为了使整个均匀薄片的质心恰好落在圆心上( 问接上去的均匀矩形薄片另一边的长度应是多少？
    解 设所求矩形另一边的长度为H( 建立坐标系( 使半圆的直径在x轴上( 圆心在原点( 不妨设密度为((1g/cm3( 

    由对称性及已知条件可知
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    10( 求曲抛物线y(x2及直线y(1所围成的均匀薄片(面密度为常数()对于直线y((1的转动惯量( 

    解 抛物线y(x2及直线y(1所围成区域可表示为
       D({(x( y)|(1(x (1( x2(y(1}( 

所求转动惯量为
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    11( 设在xOy面上有一质量为M的匀质半圆形薄片( 占有平面闭域D({(x( y)|x2(y2(R2( y(0}( 过圆心O垂直于薄片的直线上有一质量为m的质点P( OP(a( 求半圆形薄片对质点P的引力( 

    解 设P点的坐标为(0( 0( a)( 薄片的面密度为
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习题 101 

    1( 设在xOy面内有一分布着质量的曲线弧L( 在点(x( y)处它的线密度为
((x( y)( 用对弧长的曲线积分分别表达( 

    (1)这曲线弧对x轴、对y轴的转动惯量Ix( Iy( 

    (2)这曲线弧的重心坐标
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    解 在曲线弧L上任取一长度很短的小弧段ds(它的长度也记做ds)( 设(x( y)为小弧段ds上任一点.

    曲线L对于x轴和y轴的转动惯量元素分别为
        dIx(y2((x( y)ds( dIy(x2((x( y)ds ( 

    曲线L对于x轴和y轴的转动惯量分别为
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    曲线L对于x轴和y轴的静矩元素分别为
        dMx(y((x( y)ds( dMy(x((x( y)ds ( 

    曲线L的重心坐标为
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    2( 利用对弧长的曲线积分的定义证明( 如果曲线弧L分为两段光滑曲线L1和L2( 则
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    证明 划分L( 使得L1和L2的连接点永远作为一个分点( 则
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令((max{(si}(0( 上式两边同时取极限
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   3( 计算下列对弧长的曲线积分( 
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    5( 设螺旋形弹簧一圈的方程为x(acos t( y(asin t( z(kt( 其中0(1(2(( 

它的线密度((x( y( z)(x2(y2(z2( 求( 

    (1)它关于z轴的转动惯量Iz( (2)它的重心(
    解 
[image: image1260.wmf]dt

t

z

t

y

t

x

ds

)

(

)

(

)

(

2

2

2

¢

+

¢

+

¢

=



EMBED Equation.3[image: image1261.wmf]dt

k

a

2

2

+

=

( 

    (1)
[image: image1262.wmf]ò

+

=

L

z

ds

z

y

x

y

x

I

)

,

,

(

)

(

2

2

r



EMBED Equation.3[image: image1263.wmf]ds

z

y

x

y

x

L

)

)(

(

2

2

2

2

2

+

+

+

=

ò


        
[image: image1264.wmf]dt

k

a

t

k

a

a

ò

+

+

=

p

2

0

2

2

2

2

2

2

)

(



EMBED Equation.3[image: image1265.wmf])

4

3

(

3

2

2

2

2

2

2

2

k

a

k

a

a

p

p

+

+

=

( 

    (2)
[image: image1266.wmf]ò

ò

+

+

=

=

L

L

ds

z

y

x

ds

z

y

x

M

)

(

)

,

,

(

2

2

2

r



EMBED Equation.3[image: image1267.wmf]ò

+

+

=

p

2

0

2

2

2

2

2

)

(

dt

k

a

t

k

a


         
[image: image1268.wmf])

4

3

(

3

2

2

2

2

2

2

k

a

k

a

p

p

+

+

=

( 

      
[image: image1269.wmf]ds

z

y

x

x

M

x

L

)

(

1

2

2

2

ò

+

+

=



EMBED Equation.3[image: image1270.wmf]ò

+

+

=

p

2

0

2

2

2

2

2

)

(

cos

1

dt

k

a

t

k

a

t

a

M


       
[image: image1271.wmf]2

2

2

2

4

3

6

k

a

ak

p

p

+

=

( 

      
[image: image1272.wmf]ds

z

y

x

y

M

y

L

)

(

1

2

2

2

ò

+

+

=



EMBED Equation.3[image: image1273.wmf]ò

+

+

=

p

2

0

2

2

2

2

2

)

(

sin

1

dt

k

a

t

k

a

t

a

M


       
[image: image1274.wmf]2

2

2

2

4

3

6

k

a

ak

p

p

+

-

=

( 

      
[image: image1275.wmf]ds

z

y

x

z

M

z

L

)

(

1

2

2

2

ò

+

+

=



EMBED Equation.3[image: image1276.wmf]ò

+

+

=

p

2

0

2

2

2

2

2

)

(

1

dt

k

a

t

k

a

kt

M


       
[image: image1277.wmf]2

2

2

2

2

2

4

3

)

2

(

3

k

a

k

a

k

p

p

p

+

+

=

( 

故重心坐标为
[image: image1278.wmf])

4

3

)

2

(

3

 

,

4

3

6

 

,

4

3

6

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

k

a

k

a

k

k

a

ak

k

a

ak

p

p

p

p

p

p

p

+

+

+

-

+

( 

习题 102 

    1( 设L为xOy面内直线x(a上的一段( 证明( 
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    (3)先沿直线从点(1( 1)到(1( 2)( 然后再沿直线到点(4( 2)的折线( 

    解 L(L1(L2( 其中
       L1( x(1( y(y( y从1变到2( 

       L2( x(x( y(2( x从1变到4(
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    (4)沿曲线x(2t2(t(1( y(t2(1上从点(1( 1)到(4( 2)的一段弧( 
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    5( 一力场由沿横轴正方向的常力F所构成( 试求当一质量为m

的质点沿圆周x2(y2(R2按逆时针方向移过位于第一象限的那一段时
场力所作的功( 
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    6( 设z轴与力方向一致( 求质量为m的质点从位置(x1( y1( z1)
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    1( 利用高斯公式计算曲面积分( 
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其中|(|为物体的体积( 因此在液体中的物体所受液体的压力的合力( 

其方向铅直向上( 大小等于这物体所排开的液体所受的重力( 即阿基
米德原理得证( 

习题10(7

    1( 利用斯托克斯公式( 计算下列曲线积分( 
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    5( 设f(x)的周期为2(的周期函数( 它在[((( ()上的表达式这
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